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Definiţie 1.  Fie funcţia : , ,f D D a D    un punct de acumulare pentru D.  

 a) Spunem că funcţia f admite derivată în punctul a, dacă există în , limita 

   
 lim

notat

x a

f x f a
f a

x a





. Elementul  f a   se numeşte derivata funcţiei f în punctul a. 

 b) Spunem că funcţia f este derivabilă în punctul a , dacă există şi este finită derivata  f a . 

Definiţie 2. Fie funcţia : ,f D D  . Spunem că funcţia f este derivabilă pe o  mulţime A D , 

dacă este derivabilă în fiecare punct a A . Dacă o funcţie este derivabilă pe tot domeniul de definiţie D, 

se spune mai simplu că f este derivabilă. 

Teoremă. Orice funcţie derivabilă într-un punct este continuă în acel punct. 

Definiţie 3. Fie funcţia : , ,f D D a D   , un punct de acumulare pentru  ;D a (respectiv 

pentru   ;D a  ).  

        a) Spunem că funcţia f admite derivată la stânga (respectiv la dreapta) în punctul a, dacă există în , 

limita  
   

 'lim
notat

s
x a
x a

f x f a
f a

x a






 ( respectiv 

   
 'lim

notat

d
x a
x a

f x f a
f a

x a






); 

        b) Spunem că funcţia f este derivabilă la stânga  ( respectiv la dreapta ) în punctul a , dacă există şi 

este finită derivata  '

sf a  ( respectiv  '

df a  ). 

Observaţie: 

Dacă domeniul de definiţie al funcţiei este  ;D   , atunci problema derivatei are sens în orice punct al 

intervalului  ;  ; în punctul   are sens problema derivatei la dreapta, iar în punctul   are sens 

problema derivatei la stânga. 

 Teoremă. Fie funcţia : , ,f D D a D   , un punct de acumulare pentru D .  

a) Funcţia f are derivată  în punctul a dacă şi numai dacă  '

sf a ,  '

df a  există în  şi  '

sf a =  '

df a . 

b) Funcţia f este derivabilă în punctul a dacă şi numai dacă  '

sf a ,  '

df a  există, sunt finite şi  

 '

sf a =  '

df a . 

Observaţii ( interpretare geometrică a derivatei într-un punct ):  

Fie funcţia : , ,f D D a D   , un punct de acumulare pentru D .  

1. dacă f este derivabilă în punctul a , graficul funcţiei admite tangentă în punctul   ;M a f a  de ecuaţie: 

 : M t Mt y y m x x   ; unde Mx a ;  My f a  şi  tm f a . 

2. dacă funcţia f este continuă în punctul a şi  '

sf a   ,  '

df a    (sau invers), atunci punctul a se 

numeşte punct de întoarcere. 

3. dacă funcţia f este continuă în punctul a şi  '

sf a ,  '

df a  există, cel puţin una fiind finită, dar f nu este 

derivabilă în a, atunci punctul a se numeşte punct unghiular. 

 

Exerciţii rezolvate 

1. Studiaţi continuitatea şi derivabilitatea funcţiei :f  ,  
2 2 , 2

6 4, 2

x x x
f x

x x

  
 

 
, în punctul 2a  . 
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Rezolvare:  

   

   

 

2

2 2
2 2

2 2
2 2

lim lim 2 4 4 8

lim lim 6 4 12 4 8

2 4 4 8

x x
x x

x x
x x

f x x x

f x x

f

 
 

 
 

    



     



   

   f este continuă în 2a   

 
       

 
     

2
'

2 2 2
2 2 2

'

2 2 2
2 2 2

2 2 42 8
2 lim lim lim 6

2 2 2

2 6 26 4 8
2 lim lim lim 6

2 2 2

s
x x x
x x x

d
x x x
x x x

f x f x xx x
f

x x x

f x f xx
f

x x x

  
  

  
  

    
    

   


      
  


  ' 2sf =  ' 2df  deci f este  

                                                                                                                  derivabilă în 2a  . 

Observaţie: am descompus trinomul 2 2 8x x   în produs de factori utilizând  

  2

1 2ax bx c a x x x x      unde 1 2,x x sunt soluţiile reale ale ecuaţiei 2 0ax bx c    

2 2 8 0x x   , 1; 2; 8a b c     

 2 24 2 4 1 8 36b ac            

1 1

2 6
4

2 2

b
x x

a

    
     ; 2 2

2 6
2

2 2

b
x x

a

    
     

Prin urmare  

         2 2

1 2 2 8 4 2 4 2ax bx c a x x x x x x x x x x                

2.. Studiaţi continuitatea şi derivabilitatea funcţiei :f  ,  

5 2, 1

3, 1

3 6, 1

x x

f x x

x x

  


  
  

, în punctul 1a  . 

Rezolvare:  

   

   

 

1 1
1 1

1 1
1 1

lim lim 5 2 5 2 3

lim lim 3 6 3 6 3

1 3

x x
x x

x x
x x

def

f x x

f x x

f

 
 

 
 


        




      


  

   f este continuă în 1a   

 
       

 
       

'

1 1 1
1 1 1

'

1 1 1
1 1 1

1 5 2 3 5 1
1 lim lim lim 5

1 1 1

1 3 6 3 3 1
1 lim lim lim 3

1 1 1

s
x x x
x x x

d
x x x
x x x

f x f x x
f

x x x

f x f x x
f

x x x

  
  

  
  

      
     

   


        
  


  ' 1sf   ' 1df , deci f nu este 

derivabilă în 1a  , spunem în acest caz că 1a   este punct unghiular sau  1; 3M  este punct unghiular 

pentru graficul funcţiei f. 
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3. Studiaţi continuitatea şi derivabilitatea funcţiei :f  ,  
1, 1

1, 1

x x
f x

x x

   
 

 

, în punctul 1a  . 

 

 

 

1 1
1 1

1 1
1 1

lim lim 1 0 0

lim lim 1 0

1 1 1 0

x x
x x

x x
x x

f x x

f x x

f

 
 

 
 

    



   



   

   f este continuă în 1a   

 
   

 

 
   

 

'

21 1 1 1
1 1 1 1

'

21 1 1 1
1 1 1 1

1 1 0 1 1 1 1
1 lim lim lim lim

1 1 01 01

1 1 1 1 1 1
1 lim lim lim lim

1 1 01 01

s
x x x x
x x x x

d
x x x x
x x x x

f x f x x
f

x x xx

f x f x x
f

x x xx

   
   

   
   

     
      

        



   
       

   

  ' 1sf ,

 ' 1df infinite deci f nu este derivabilă în 1a  , spunem în acest caz că 1a   este punct de întoarcere sau 

 1;0M  este punct de întoarcere al graficului funcţiei f. 

4. Arătaţi că funcţia  : 4;f    ,   4f x x   este derivabilă în punctul 0a   şi nu este 

derivabilă în 4a   . 

Rezolvare: 

 
       

   

0

0

0 0 0 0

0

4 2 4 20 4 2 4 4
0 lim lim lim lim

4 2 4 2

1 1
lim

44 2

x x x x

x

x xf x f x x
f

x x x x x x

x

   



             
   



    
  

   

f este derivabilă în 0a   

 
   

 

0

0
'

24 4 4 4
4 4 4 4

4 4 0 4 1 1
4 lim lim lim lim

4 4 044
d

x x x x
x x x x

f x f x x
f

x x xx
   

   


     

       
   



  f nu este 

derivabilă în 4a   . 

5. Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei:  : 4;f    ,   4f x x   în punctul  0;2M . 

Rezolvare:  ştim că dacă f este derivabilă în punctul a , graficul funcţiei admite tangentă în punctul 

  ;M a f a  de ecuaţie:  : M t Mt y y m x x   ; unde Mx a ;  My f a  şi  tm f a . 

Funcţia noastră este derivabilă în 0a   (conform ex. 2.), deci graficul funcţiei admite tangentă în punctul 

 0;2M  

 : M t Mt y y m x x   ; unde  0Mx  ;  0 2My f  ;  
1

0
4

tm f    

Deci     
1 1 1

: : 2 0 : 2 : 2
4 4 4

M t Mt y y m x x t y x t y x t y x             . 
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6. Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei: :f  ,   22 3 1f x x x    în punctul 2a  . 

Rezolvare:   

   

 
 

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 3 1 (2 2 3 2 1) 2 3 1 3 2 3 2
lim lim lim lim

2 2 2 2

1
2 2

12
lim 2 2 5 2

2 2

x x x x

x

f x f x x x x x x

x x x x

x x

f
x

   



            
  

   

 
  

         
  

 

Am folosit: 22 3 2 0x x    ;   2; 3; 2a b c     ;  2 4 25b ac     ;   

 
1 1

3 5 2 1

2 4 4 2

b
x x

a

     
      ; 

 
2 2

3 5
2

2 4

b
x x

a

    
     

      2 2

1 2

1 1
2 3 2 2 2 2 2

2 2
ax bx c a x x x x x x x x x x

    
                  

    
 

 2f   nr. finit , deci f este derivabilă în 2a  , prin urmare graficul funcţiei admite tangentă în punctul 

  ;M a f a  de ecuaţie:  : M t Mt y y m x x   ; unde Mx a ;  My f a  şi  tm f a . 

    ; 2;3M a f a M , 2Mx  ,  2 3My f  ,  2 5tm f    

Ecuaţia tangentei este:    : : 3 5 2 : 5 7M t Mt y y m x x t y x t y x           

 

 

Exerciţii propuse 

1. Studiaţi continuitatea şi derivabilitatea funcţiei :f  ,  
2 4 , 3

2 9, 3

x x x
f x

x x

  
 

  
, în punctul 3a  . 

2. Studiaţi continuitatea şi derivabilitatea funcţiei :f  ,  
5 3, 0

3 3, 0

x x
f x

x x

  
 

 
, în punctul 0a  . 

3. Studiaţi continuitatea şi derivabilitatea funcţiei :f  ,  
3, 3

3, 3

x x
f x

x x

   
 

 

, în punctul 3a  . 

4. Arătaţi că funcţia  : 5;f   ,   5f x x   este derivabilă în punctul 9a   şi nu este derivabilă 

în 5a  . 

5. Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei:  : 5;f   ,   5f x x   în punctul  9;2M . 

6. Scrieţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei: :f  ,   2 3 4f x x x     în punctul 2a  . 

 


