Clasa XI - M2 - prof. Cornelia Mestecan
Fisa de lucru — Derivata unei functii intr-un punct. Functii derivabile

Definitie 1. Fie functia f :D —R,D < R,a e D un punct de acumulare pentru D.
a) Spunem ci functia f admite derivatad in punctul a, daci exista in R , limita
. f(x)— f(a)notat
lim M = f’ ( a)
X—a X — a
b) Spunem ca functia f este derivabild in punctul a , daca existd si este finitd derivata f'(a).

. Elementul f ’(a) R se numeste derivata functiei f in punctul a.

Definitie 2. Fie functia f : D —>R,D c R. Spunem ca functia f este derivabila pe o multime Ac D,

daca este derivabila in fiecare punct a € A. Daca o functie este derivabila pe tot domeniul de definitie D,
se spune mai simplu ca f este derivabila.
Teorema. Orice functie derivabila intr-un punct este continud in acel punct.

Definitie 3. Fie functia f : D —>R,D cR,a e D, un punct de acumulare pentru D ﬂ(—oo; a) (respectiv
pentru D (&;+)).
a) Spunem ca functia f admite derivati la stinga (respectiv la dreapta) in punctul a, daca exista in R ,

limita IimL;(a)niat f;(a) (respectiv IimL;(a)niat f,(a));
X—a X-— X—a X._

X<a X>a

b) Spunem ca functia f este derivabila la stanga ( respectiv la dreapta ) in punctul a , daca exista si
este finitd derivata f, (a) ( respectiv f, (a) ).
Observatie:
Daca domeniul de definitie al functiei este D = [a; Ys; ] , atunci problema derivatei are sens in orice punct al
intervalului (a;ﬂ) ; In punctul « are sens problema derivatei la dreapta, iar in punctul g are sens

problema derivatei la stanga.
Teorema. Fie functia f:D —>R,D c R,ae D, un punct de acumulare pentru D .

a) Functia f are derivatd in punctul a dacé si numai dacd f,(a), f,(a) existiin R si f,(a)=f,(a).
b) Functia f este derivabild in punctul a daci si numai daci f, (a) , £, (a) exista, sunt finite si
fs' (a‘) = fd (a) )
Observatii ( interpretare geometrici a derivatei intr-un punct ):
Fie functia f : D —>R,D c R,ae D, un punct de acumulare pentru D .

1. daca f este derivabild in punctul a, graficul functiei admite tangenta in punctul M (a; f (a)) de ecuatie:
t:y—yy =m(Xx—x, );unde x, =a; y, =f(a)sim="f'(a).
2. dac functia f este continud in punctul asi f,(a)=-+w, f;(a)=—oo (sau invers), atunci punctul a se

numeste punct de intoarcere.
3. daci functia f este continua in punctul asi f,(a), f;(a) exista, cel putin una fiind finitd, dar f nu este

derivabila in a, atunci punctul a se numeste punct unghiular.

Exercitii rezolvate

X2 +2X,X<2
1. Studiati continuitatea si derivabilitatea functiei f:R >R, f (X) = {6 - 4 E in punctul a=2.
X—=4,X>
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Rezolvare:

) (o o
leigf(x)_lxli?(x +2X)=4+4=8
lim f (x)=1lim(6x—4)=12—-4=8; = feste continud in a=2
o o
f(2)=4+4=8
_ 2 oy _ _92).

£ (2)tim =R r2x-8_ (x=2):-(x+4)

X2 o X=2 g X2 . : :

. ‘(2 6(x_2 = f,(2)=f,(2) deci feste

£ (2)=tim )= (2) i Bx-a-8 i 6(x=2)

o X- o X=2 g X=2

derivabildin a=2.
Observatie: am descompus trinomul x* +2x—8 in produs de factori utilizand

ax’ +bx+c=a(x—x)(x—X,) unde x,x,sunt solutiile reale ale ccuatiei ax”+bx+c=0
x*+2x-8=0, a=Lb=2;c=-8
A=b?—dac > A=22—4.1.(-8) <> A=36

:—b—\/Z(DXl:—z—sz_m XZ:—b+JZ®X2:—2+6:2
2a 2 2a
Prin urmare
ax® +bx+c=a(x—x)(X—%,) =X’ +2x-8=(x—(-4))(x—2) = (x+4)(x-2)
—-5x+2,x<1
2.. Studiati continuitatea si derivabilitatea functiei f :R >R, f(x): -3,x=1 , in punctul a=1.
3x—-6,x>1
Rezolvare:
IXiLFf(x):lxiip(—5x+2):—5+2:—3
lim f (x)=1im(3x—6)=3-6=-3 = feste continud in a=1
o or
def
f(1)=-3
£ ()= tim T =Y Sxr22(8) i S0 g
S £(1) % £, (1), deci f nu est
= f. (1) # f,(1), deci f nu este
() —tim )@ SX=6=(8) i 3= g
Shoox=1 gt x=1 o x-l

derivabila in a =1, spunem in acest caz ca a =1 este punct unghiular sau M (1; —3) este punct unghiular
pentru graficul functiei f.
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\/—x+1, Xx<1
«/x—l, x>1

3. Studiati continuitatea si derivabilitatea functiei f :R - R, f (X) = { , in punctul a=1.

lim f (x) = limy=x+1=y0=0

x<1 x<1

IXiLT}f(X):IXiLrIIM:O — feste continud in a=1

x>1 x>1

f(1)=+1-1=0

@ =tim I X0 VXL 1 1 .

G ox1 By _(m)z Gl o O
: f -f(1 J
£ (1) =tim )= 1) _ ~lim him = ol
= (J_ f om0
f, (1) infinite deci f nu este derivabila in a=1, spunem in acest caz cd a =1 este punct de intoarcere sau
M (1;0) este punct de intoarcere al graficului functiei f.

4. Aritati ca functia f :[—4;400) >R, f(X)=+x+4 este derivabild in punctul a=0 si nu este
derivabilain a=—4.

= f,(1),

Rezolvare:
0
: - f(x)-f(0) . fx+4-20 (\/X+4—2)'( X+4+2) _ x+4-4
f'(0)=lim =lim =lim =lim———————
x—0 X x—0 X x—0 X( X+4+2) x—0 X(M'i'z) N

“lim—t 1o

0 x+4+2 4
f este derivabilain a=0

0
f;(—4)=|imM=|im“X+4‘Oi|im VX4 im—t oL ol frueste

o XA o o ((xed) ks O
derivabiliin a=-4.
5. Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei: f :[—4; +oo) >R, f (X) =Jx+4 in punctul M (0; 2) .
Rezolvare: stim ca daca f este derivabild in punctul a, graficul functiei admite tangenta in punctul
M (a; f (a)) de ecuatie: t:y—y,, =m (x—x,); unde x, =a; y, = f(a) si m = f'(a).
Functia noastra este derivabila in a=0 (conform ex. 2.), deci graficul functiei admite tangentd in punctul

M (0;2)

t:y—yy =m(x—x,);unde x, =0;y, =f(0)=2; m=1f'(0)=

M|

Deci t:y-y,, =m(x—xM)<:>t:y—2=%(x—0)<:>t:y—2=%x<:>t:y=%x+2.
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6. Scrieti ecuaia tangentei la graficul functiei: f :R —>R, f(x)=2x*-3x+1 inpunctul a=2.
Rezolvare:

F(x)-f(2) . 2x°—3x+1-(2:2°-3-2+1) 2x* —3x+1-3 2x* —3x -2
————~=1]im -4

x—2 X—2 x—2 X—2 X—2 X—2 x—2 X—2
2(x—2)(x+;j 1
i :z(2+_j:5: £(2)
X—2 X—2 2

Am folosit; 2x* =3x—2=0; a=2b=-3c=-2; A=b*-4ac=A=25;
b- ~(-3)-5 - _ —(-3)+5
I T e R

4 4 2'77  2a ?
ax2+bx+c:a(x—x1)(x—x2):>2x2—3x—2:Z(X—(—%n(x—z):2(x+%}(x—2)
f’(2) nr. finit , deci f este derivabila in a =2, prin urmare graficul functiei admite tangenta in punctul
M (a; f (a)) de ccuatie: t:y—y,, =m (x—x,); unde x, =a; y, = f(a) si m = f'(a).
M(a; f(a))=M(23), x, =2, y, = f(2)=3, m =f'(2)=5
Ecuatia tangentei este: t:y—Y,, =m[(X—X,\,I )<:>t : y—3=5(x—2)<:>t 1y =5x-7

Exercitii propuse

—X* +4x,X<3
1. Studiati continuitatea si derivabilitatea functiei f:R >R, f (X) _ T , in punctul a=3.
—2X+9,x>3
. o g . -5x-3,x<0 _
2. Studiati continuitatea si derivabilitatea functiei f :R >R, f (X) = 3_3 x>0 ’ in punctul a=0.
X—3,X>

\/—x+3,x<3
\/X—3,XZ3

4. Aritati ca functia f :[5;+0) >R, f(X)=+x—5 este derivabila in punctul a=9 si nu este derivabila
ina=5.

5. Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei: f : [5; +oo) —>R, f (X) =+/X—=5 in punctul M (9; 2).
6. Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei: f :R >R, f(x)=-x*+3x—4 in punctul a=2.

3. Studiati continuitatea si derivabilitatea functiei f :R >R, f (X) = { , in punctul a=3.



