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Clasa a IX-a

1. Sedifunctia f:N— R’ —{1}, care satisface egalititile:

si f(n+503) =it
2012 1= f(n)

a) Calculati f(503) si f(1006).

f(0)=—

,vneN.

b) Demonstrati ca f(n+1006) = —%, vneN.
n

c¢) Demonstrati ca f este periodica de perioada 2012.

Solutie:

a) Pentru n =0, egalitatea din enunt devine :
1+ f(0) 2011

f(503) = o e et ae et e bt a bttt sae s e an st 1
(503) 1-f(0) 2013 P
Pentru =503, £(1006) = 0 0010 2p
1- f(503)
by £ (n+1006) = f ((n+503)+ 503) = = T(N+303) _f LT fy 1xf)) 1 o
1-f(n+503) 1-1f(n) 1-1f(n) f(n)
1
c) f(N+2012) = f(N+1006)+1006) = ————————= T (N) teereririeeeeeeeeeeeee 2
) 1( )=1( ) ) f(n11006) (n) p
2. Consideram progresia aritmetica cu termeni strict pozitivi (a,) _.si S, =a, +a, +..+a,.
Demonstrati ca:
a)n-(a, +a, ,,,)=2S,, vk e{l,2,..,n}
by e %S0 ke
A A a,-a,
1 1 1 S,
c) —+—+..+—=< .
a a, a, a -a,
Solutie:
¥ a +a,)n
a)a, =a +(k-Dr,keN ,sF% ................................................................................. Ip
A 8, =28 F (M= D)T e Ip
VErificarea TEIATIET .....ecuvieiieeieeie ettt ettt ettt et e e stteesbe e seesseeesaesnseenseesasesnseenseenseens Ip
b) Conform a), inegalitatea este echivalentd cu @,@, < @, @, | eoreerrerreereerieemenieerieneeeneeseseeeens Ip
SAUTNCA 0 < (K = 1N = K)TZ oot 1Ip
A e . . 1 1 1 2nS,
¢) Sumand inegalitatile obtinute la b) pentru k =1,2,..,n obtinem 2n-| —+—+...+ — | <
1 2 an a1an
.......................................................................................................................................................... 2p
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3. Pretul unui litru de FANTA este diferit de pretul unui litru de PRIGAT. Intr-un butoi avem n
litri de FANTA , iar in altul avem m litri de PRIGAT. Din primul butoi scoatem 1006 litri de
FANTA , iar din al doilea scoatem 1006 litri de PRIGAT. Turnam cei 1006 litri de FANTA 1n al
doilea butoi si cei 1006 litri de PRIGAT in primul butoi. Dupd aceasta operatie, un litru de suc
are acelagi pret, indiferent de butoiul din care se ia. Determinafi msi n , stiind cda m+n are
valoarea minima posibila.

Solutie:

Fie X pretul unui litru de FANTA si y pretul unui litru de PRIGAT .....ccoooviviiiiieeee e, Ip
Dupa efectuarea operatiei , pretul unui litru de suc din primul butoi este (n—1006)x +1006y

n
........................................................................................................................................................... Ip
iar pretul unui litru de suc din al doilea butoi este (m=1000)y +1006% @@ Ip
m
Egalam aceste preturi si obtinem (X—Y)-| 1- 1006 _ 1006 =0,Xx=Y,deci 1 + 1 = R Ip
m n m n 1006
2

Obtinem: 1006(m +n) = mn s(m;”j ......................................................................................... Ip
REZUIA M AN 24024 .ottt ettt st e et e e s teeets e e b e e s saessseesseesseeseessseenseennes Ip
In concluzie (m+n)_. = 4024 sise obtine pentru M =N = 2012 itri ..coovvereeveereeririeeeeceene Ip

4. 1900 de nuci sunt mai scumpe decét 95 de ciocolate, dar mai ieftine decat 96 de ciocolate. Sa se
demonstreze ca o ciocolata si o nuca (pretul fiecareia fiind un numar intreg de bani), impreuna,
costa mai mult de un leu. (Puteti folosi faptul ca daca a,b,c,d e Nsi a>b, atunci a>b+1, iar

daca c<d,atunci c<d-1)

Solutie:
Fie x (bani) pretul unei nuci si Y (bani) preful unei ciocolate .........coceeeeeeviecrierieeieeieeceecre e Ip
. 1900x > 95y 20x >y
Obtinem 0 0 et ettt e b et e e ta e teesnaeanraeas Ip
1900x < 96y 475x < 24y
_120x=>y+1
Cum X, ¥ €N TeZUILA < 7 e e s b e e re e aaeseaeeans 2p
475x <24y -1
. 1900x > 95y +95
PriNUIMMATE, § 7 i rreeerree et esre e e rtr e e st e e eebeestbeessbaeatreeerraeeestaeertaeeerraeenaens Ip
1900x <96y — 4
96Y —4295Y+95= Y 299 §1 QP01 X =5 ittt ettt ettt ettt b et naeenraens Ip
In concluzie X+ Y =104 DANI ..oooveeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeee e Ip

Nota: Orice rezolvare corecta se puncteaza echivalent.
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Clasa a X-a

1+i3
5
a) Demonstrati cd z° —z+1=0si z2°+1=0.

b) Calculati skzzk+zl—k, ke{1,2,3,4,5,6}.

1. Se dd numarul complex z =

¢) Demonstrati cd Pz(z +lj(zz+%j~ ..... (299+%j=233.
z z z
Solutie:
Q) Z7 = Z AT 20 oottt en e en s 1p
7 | OO 1p
b) S, =1S, =1 S, =-2;S,==1 S; =1 S; =2 ot 6x0,5p
16
©) P=[1-(=1)-(=2)-(=1)-1-2] " 1+ (=1)+(=2) cooseseesssssssssccccccccciciiessessnsssssnnseeeeeeseeeesessssss Ip
P = 2 ettt Ip

2. Se considera functia f :Z — 7Z, care verifica egalitatea:
f(x+y)="f(x)-f(y)-f(xy)+Lvx,yeZsi f(1)=2.
a) Demonstrati ca f (x+1)=1+f (x),vxeZ.
b) Demonstrati ca f (x+n)=n+f(x),VxeZ si YneN.

¢) Determinati functia f.

Solutie:

a) y=1=f(Xx+1)=F(X) F(1)= F (X)+1=F(X)F1 oo Ip
b) Prin inductie, dupd ne N: f (X)) = f(X), adeVArat .........ccccooerrermiriiriinrereccceeeccceene, Ip
Presupunem f (x+n)=n+f(x),rezultd f(x+n+1)="f(x+n)+1=n+1+f(X) ccocccrrirrrncrns Ip
¢)Din f(x+1)=f(x)+1L,xeZ, f(I)=2rezultdacad f(0)=1 oo Ip
Rezultasicd f(n+1)=f(n)+1, neNdeci f(n)=n+1, neN (inductie matematic) ............... Ip
Din f(X)= f (x+n)—n rezulta f(—n): f(O)—nzl—n,VneN ............................................... Ip
in concluzie, F(M)=MAL MEZ s Ip

3. Rezolvati in multimea R, ecuatia: log, (1 +/x ) =log, X.

Solutie:
SEIMPUNE X > 0 1eevvieiiieiieiieeeeete ettt et e st e et e esteesteeesseesseesbeeesseesseessaessseasseesseenssessseesseenseessens Ip
Daca 108, X =¥ =5 X =37 e Ip
Ecuatia devine log, (1 + (\/g)y) Y ettt ettt e tt et e te et e eteeaeeaeebeeteeneenteeanea Ip
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y y
Deducem (%) +[g} S TSP Ip

. . iy 1Y (3)
Folosind monotonia functiei f (y) = 5 + EE VER e Ip
Rezultd Y =2 SOIULIC UINICA ...eecuiiiiiiiiiiiecciiie ettt e et e e et e e stv e e etbeesabaeeeveesabaeesasaeenens Ip
Prin urmare solUfia €St8 X =9 ..oouiiiiiiiiiiiieeie e Ip

4. Intr-un plan, relativ la sistemul ortogonal de axe de coordonate, consideram patratul OABC,
unde 0(0,0);A(1,0);B(1,1) si C(0,1). Trei greieri sunt amplasati in varfurile O, Asi C. La o
migcare un greier sare in pozitia simetrica a sa fatd de unul din ceilalti doi greieri. Este posibil

ca, dupa un numar finit de miscari vreunul din greieri sd ajunga in cel de-al patrulea varf al
patratului ?

Solutie:

Fie P(a,b), a,beZ punctul in care se afla un greiere inainte de o saritura si M(c,d),
¢,d € Z punctul in care se afla greierele fata de care el sare in pozifia SImetrica ..............ccueneeeee. Ip
Daca P’(X, y) este pozifia in care ajunge greierele, atunci M este mijlocul segmentului PP’ ....... Ip
e T Ip

2 2

P'(20 78,20 = D) oo Ip
Numerele a si 2c-a respectiv b si 2d —bau aceiagi paritate ...........cceeveeeevieeieviieiecieeieieeeenens 2p
Cum initial nici un greiere nu se afla Intr-un punct cu ambele coordonate impare, nici unul nu poate
ajunge I PUNCtul B(1,1) oo Ip

Nota: Orice rezolvare corecta se puncteaza echivalent.
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Clasaa Xl a
1. Consideram mulfimea H ={AeM, (C)/A* = A}
(1 2
a) Demonstrati ca eH.
0 0
b) Demonstrati ca multimea H este infinita.

¢) Dacd Ae H, demonstrati ca suma elementelor de pe diagonala principald a matricei A este
egald cu0, 1 sau 2.

2011 0
d) Demonstrati ca matricea X :[ 0 2012] nu poate fi scrisd ca o sumd finitd de
elemente din multimea H.
Solutie:
1 2) (1 2) (12
a) = = EH et Ip
0 0 0 0 0 0
1 a
b) X :[O Oj e H, Va e C (sau oricare altd multime infinitd de matrice) ..........cccecoeereerceeneeennen. 2p
a’+bc=a
a b =
¢) A= R TI LC Ip
c d c(a+d)=c
bc+d*=d
a b
a+d=1:>A=[ j bc=a-a’
C L=a) e Ip
a+d#1=A=1,sau A=0, decia+d=2saua+d=0
a b
d) X=A+A+.+A,neN" A :{c‘ dl.j:al +d,,a,+d,,....,a,+d, €{0,1,2} ...cccccc....... Ip
Rezulta 2011+(-2012)=(a,+d,)+(a, +d,)+..+(a, +d, ), imposibil .........cccccccewrrrverrerrannea. Ip
. . 223
2. Fie matricele : Az[ | J si X(t)=tA+1,,unde teR.
a) Demonstrati ca X (a) X (b)=X (ab+a+b),va,beR.
b) Calculati (X (t))", unde neN'.
c) Calculati det X (t)si apoi determinati me N* astfel incat
X (1)X(2)-..- X (2011) = X (m—-1).
(Se poate folosi proprietatea det( XY )=(det X )(detY ), vX,Y e M, (R))
Solutie:
B) A7 A ettt 1Ip
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(Pentru verificare directa se acorda 3 puncte)

Prin inductie se demonstreazi (X (t))rI =X [(t +1)" —1} ................................................................ 1Ip
c) det(X (1) X (2)-...- X (2011)) = det(X (m-1))=2-3-...-2012 =m = m = 2012!
Se verifica faptul c& M =2012! €Ste SOIUIE ....ccverriiieiiieieeie e 2p

3. a) Consideram functia f:R —> R, f (Xx)=+v2x*+4x+5—ax—b. Determinati parametrii reali a

si b astfel incat dreapta de ecuatie y = 22 si fie asimptota la graficul functiei f spre +oo.
clog, (4— X), Xe (—00,2]
b) Fie functia f:(-w0,4) >R, f(X)=9 x24+x—6 .
———,X€ (2, 4)
X" —=7x+10
Determinati parametrul ¢ astfel incat functia f sa fie continua pe (—oo, 4) .

Solutie:
y =22 este asimptot orizontald = lim f (x)= p N Ip

X—0

lim f (x):limx( /2+;+%—a—g]:oo-(x/§—a), limf(x):zﬁ:»a:x/z ...................... Ip
Pentru a=+2 = 1im(\/2x2+4x+5—xﬁ—b):lim[ x+3 bj:\/?—b .......... Ip

x> o\ 2 1 ax+5 4042
T N L Y L OO Ip
b) f este continua pe (—00,4) \ {2} .oouivuiieceiceee e Ip
fcontinuiin2 < lim f(x)= lim f (X) = F(2) o, Ip

5
o eiiireerrerrreeeeirreereereeeteerteeesaarrttettarrtraeeaartreeeaaateeeeaartteeteaeteeeeaatreesaararaeeeaereeesaartraeraarereerannes 1
C 3 P

4. Pe o tabla de sah(patrat de forma 8x 8, impartit in 64 patratele) sunt scrise numerele naturale de
la 1 la 64, catre unul in fiecare patratel, fiecare numar fiind scris o singura datd. O operatie
consta in stergerea arbitrarda a doud numere a si b, de pe tabla, si doar in locul unuia dintre ele se

scrie numarul (a +b - 1) . Ce numar ramane pe tabla dupa a 63-a operatie?

Solutie:

Fie S suma numerelor de pe tabla inaintea efectudrii unei operatii. Dupa efectuarea operatiei suma
devine S—(a+bh)+(A+b—1)=S =1 oo 2p
Prin urmare la o operatie suma scade Cu O UNILALE .........ocueeeeiiriieiiieiierie ettt 2p
Fie S, =1+2+3+...4+64=2080, suma initiald .............cccecoviiiiiiiiiiiiec Ip
Dupa 63 de operatii suma totald este 2080 —63 =2017 ...cccrriieiiiiieeee e
Ip

Numarul ramas este 2017(deoarece ramane Un SiNGUI NUMAT) ........cccveerreerveerveerseereeesseesseesseeseeenns Ip

Noti: Orice rezolvare corecta se puncteaza echivalent.

MaST Networking, calitate in dezvoltarea competenielor cheie de matematica, stiinfe $i tehnologi
I9J Calléragi, ISJ Cluj, ISJ la, ISJ Sibiu, ISJ Mehedinti

}ﬂLS‘ I

NETAM CIKINGS




CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
""ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

Clasa a XII-a

1. Pe multimea G =(-2,2), definim legea de compozitie : Xx*y = w, X, yeG.
+ Xy
a) Demonstrati ca (G,*) este un grup comutativ.
t
b) Pentru orice t € G, definim functia f :G > R, f(t)= J. 2 ox .
-X
0
Demonstrati ca f este izomorfism de la (G,*) la (R,+).
Solutie:
a) Legea * este corect defiNItA ........coeeciieiieiieeie ettt ettt e s e e e saaeenseens Ip
AsOCIatiVItate $1 COMULATIVITALE ......eecvieriieiiieiieeiieeieeteeste et e et e et et e st e e seesseessbeenseeseesnseenseensnennses Ip
€ = 0 ClEMENTE NEULTUL ..eoviieiieiieeieeieeieeete ettt et e e teete e e e ssaeesbeeseesseesnsesnseesseesnsesnseenseesnsennseensens Ip
Simetricul elementului X € G €Ste X'= =X € G oooiiiiiiiiicieceecee et Ip
1 . 2+t
D) T (1) = — I ettt 1
RCESR p
T @SEE DIJECTIVA Loviiiiiiieie ettt ettt et et e et esbeese e beess e beesaesseeseeseessesseessesseessensensnens Ip
FOXFY) = T4 F(Y), VX,V EG ettt ettt ste e Ip

2. Se considera polinomul f = X*—aX’—-aX +1,unde ae R, avand radicinile X, X,,X,,X, € C.

a) Demonstrati ci polinomul f nu se divide cu X * —1, pentru nici o valoare a lui a.

b) Demonstrati ca pentru a = % , toate radacinile lui f au modulul egal cu 1.

Solutie:

a) fsedividecu X2 =1 F(1)=0; F(=1) =0 oo Ip
Obtinem 2 —28 =0 S1 2428 =0 .ooooreeeeeeeeeee ettt et e e et e et e e e eareeeaee s Ip
SIStEMUL MU ATE SOTULIE ...ttt sttt ettt st sbe e sb e Ip
SAU

f impartitla X2 =1 dATESTUL T = 28X 42 coovooeeeeeeeeeeeeeeeeeee et sen s Ip
£5e divIde CU X7 =16 T =0 oottt Ip
r=0<-2a=0;2=0, IMPOSIDIL ...ecciiriieieee e e Ip

b) 2(x2+i2j—(x+l}=0 ............................................................................................................ 1p
X X

x+l:y:>2y2—y—4:0; ylzzli\/§ ............................................................................... 1p
X ’ 4

x> — Xy, +1=0 are ridicini complexe nenule

X=a+if, X, =a—-if,a,feR.xX, =1=a’ + > =1,deci | X |7 X, [F1 coorcercerererrrrrrererans Ip

Din X =Xy, +1=0 analog rezultd | X; [2] X, [F 1 coereeirerrrireirieieieesesee e Ip
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3. Fie f:R —> R o functie continua.
N T Fe..
a) Demonstrati ca jxf (sin X)dx = 5 j f (sin X)dx.
0 0

(Eventual, puteti schimba variabila prin Xx=7—t.)

b) Calculati J Lnxd
1+sin® x

Solutie:
a) Cu substitutia X =7 —1, OD{INGIN ...cccviiiiiiiiiiiicecce et tr e s re e e eveeearae s Ip

V4 0
| = j xf (sin X)dx = j (=) F(SINE) - (mOE) = oreeeeeeeeeee e e e e eenee Ip

0 V4
=J.7z- f(sint)dt—jt- FUSINEYAL ettt et et e e sraenaens Ip

0 0
Te . T
| = 7[! f(sint)dt—1 = 1| :E'L F(SINX)OX e Ip
b) Considerand f(y)= J sm X _ szd ......................................... Ip
1+y o l+sin® X 2o 1+sin” X
1
Cu substitutia cosx =t = I&d I Zdt ....................................................................... Ip
1+sin” X -2

7Z' T
-3 f In(+/2 +1) (sau

12

T In

t+\f - 22
4. Pe o tabli este scrisi ecuatia : X’ +*-X> +*-x+*=0. Doi jucitori procedeazi astfel: primul
inlocuieste o stelutd cu un numar intreg, al doilea inlocuieste una dintre stelutele ramase cu un
numdr Intreg , dupa care iardsi primul jucdtor nlocuieste ultima stelutd rdmasa tot cu un numar
intreg. Demonstrati ca primul jucator poate proceda asa incat ecuatia sa aiba toate radacinile

intregi.
Solutie:
Primul jucétor inlocuieste steluta din fata Tui X €U -1 ...coooiiiiieiieeeee e 2p
Al doilea jucator inlocuieste una din stelutele rAimase CU @ € Z ....oocveeveecveeeeeeecieeieeeeeeee e Ip
Primul jucétor inlocuieste steluta rAMAasSa CU — 8 ..oc.eeveieeieeiieeie et 2p
Obtinem ecuatia X’ +ax> —x—a =0 curadicinile —a, 1, —1 ...ococoooirrieieiiieeeeeeeeee e, Ip
sau ecuatia X° —ax’ —X+a =0 curAdacinile @, —1, L.ocooooereeeeeeeeeeeee e 1p

Nota: Orice rezolvare corecta se puncteaza echivalent.
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