CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

Clasa a IX-a

1. Sedi functia f:N— R"—{1}, care satisface egalitatile:

si f(n+503) =1
2012 1— f(n)

a) Calculati f(503) si f(1006).

f(0)=-— vneN.

b) Demonstrati ca f(n+1006) = —%, vneN.
n

¢) Demonstrati cd f este periodica de perioada 2012.

2. Considerdm progresia aritmetica cu termeni strict pozitivi (@), 51 S, =a, +a, +...+a,.

Demonstrati ca:
a) n-(a, +a,,,,)=2S,, vk e {1,2,...,n}

n n 2S
b) —+ < — Vk e{l2,..,n}
a, Ap_yi a,-a,
1 1 1 S
) —+—+.+—=<—1—,
a, a, a, a, -a,

3. Pretul unui litru de FANTA este diferit de pretul unui litru de PRIGAT. Intr-un butoi avem n
litri de FANTA , iar in altul avem m litri de PRIGAT. Din primul butoi scoatem 1006 litri de
FANTA , iar din al doilea scoatem 1006 litri de PRIGAT. Turnam cei 1006 litri de FANTA 1n al
doilea butoi si cei 1006 litri de PRIGAT in primul butoi. Dupéa aceasta operatie, un litru de suc
are acelasi pret, indiferent de butoiul din care se ia. Determinati msi n , stiind ca m+n are
valoarea minima posibila.

4. 1900 de nuci sunt mai scumpe decét 95 de ciocolate, dar mai ieftine decat 96 de ciocolate. Sa se
demonstreze ca o ciocolatd si o nuca (pretul fiecareia fiind un numar intreg de bani), impreuna,
costa mai mult de un leu. (Puteti folosi faptul ca daca a,b,c,d e Nsi a>b, atunci a>b+1, iar

daca c<d,atunci c<d-1)

Notd: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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Clasa a X-a

1+i\/§

1. Se di numairul complex z = T

a) Demonstrati cd z° —z+1=0si 2°+1=0.

b) Calculati S, =z +L ke{1,2,3,4,5,6}.

¢’

c) Demonstrati ca P =(Z +lj(zz +L2j ..... -(299 +%) =27,
z z z

2. Se considerd functia f :Z — Z, care verifica egalitatea:
f(x+y)=f(x)-f(y)-f(xy)+Lvx,yeZsi f(1)=2.
a) Demonstrati ca f (x+1)=1+f (x),VxeZ.
b) Demonstrati ca f(X+ n)=n+ f (X),VXGZ si VneN.

¢) Determinati functia f.

3. Rezolvati in multimea R, ecuatia: log, (1 +X ) =log, X.

4. Intr-un plan, relativ la sistemul ortogonal de axe de coordonate, consideram patratul OABC,
unde O(0,0);A(1,0);B(1,1) si C(0,1). Trei greieri sunt amplasati in varfurile O, Asi C. La o

migcare un greier sare in pozitia simetrica a sa fatd de unul din ceilalti doi greieri. Este posibil
ca, dupd un numar finit de miscari vreunul din greieri sa ajungd in cel de-al patrulea varf al
patratului ?

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje dela0Ola 7.
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ClasaaXla

1. Consideram multimea H = {A eM,(C)/A* = A} :
) 1 2
a) Demonstrati ca eH.
0 0

b) Demonstrati ca multimea H este infinita.
c) Dacda Ae H, demonstrati ca suma elementelor de pe diagonala principald a matricei A este
egald cu 0, 1 sau 2.

2011 0

d) Demonstrati cd matricea X =
0 2012

] nu poate fi scrisd ca o sumd finitd de

elemente din multimea H.

2) .
e X (t)=tA+1,,unde teR.

. ) 2
2. Fie matricele : A= [

a) Demonstrati ca X (a) X (b)= X (ab+a+b),va,beR.

b) Calculati (X (t))", unde neN".

¢) Calculati det X (t) si apoi determinati m e N* astfel incét
X(1)X(2)-.... X (2011) = X (m-1).

(Se poate folosi proprietatea det( XY )=(det X )(detY), VX,Y e M, (R))

3. a) Consideram functia f:R >R, f (x)= V2X* +4x+5—ax—b. Determinati parametrii reali a
si b astfel incat dreapta de ecuatie y = 22 si fie asimptota la graficul functiei f spre +o.
clog, (4 - X) ,X€e (—00,2]
b) Fie functia f:(-0,4) >R, f(X)=9 x24+x—6
x> =7x+10
Determinati parametrul ¢ astfel incat functia f sa fie continua pe (—oo, 4) .

xe(2,4)

4. Pe o tablad de sah(patrat de forma 8x 8, impartit in 64 patratele) sunt scrise numerele naturale de
la 1 la 64, catre unul in fiecare patratel, fiecare numar fiind scris o singura data. O operatie
consta in stergerea arbitrard a doud numere a si b, de pe tabla, si doar in locul unuia dintre ele se

scrie numarul (a +b - 1) . Ce numar ramane pe tabla dupa a 63-a operatie?

Notd: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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Clasa a XII-a

_A(x+Yy)

1. Pe multimea G =(-2,2), definim legea de compozitie : X*y = 1 , VX, yeG.
+ XYy
a) Demonstrati ca (G,*) este un grup comutativ.
t
b) Pentru orice t e G, definim functia f :G > R, f(t)= J. 2 ox .
-X
0

Demonstrati ca f este izomorfism de la (G,*) la (R,+).

2. Se consideri polinomul f = X*—aX® —aX +1, unde a <R, avand ridicinile X» Xy, X5, X, € C.

a) Demonstrati ci polinomul f nu se divide cu X * —1, pentru nici o valoare a lui a.

b) Demonstrati ca pentru a = % , toate radacinile lui f au modulul egal cu 1.

3. Fie f:R —> R o functie continua.
T . T ..
a) Demonstrati ca Ixf (sin X)dx = 5 J f (sin X)dx.
0 0

(Eventual, puteti schimba variabila prin X =7 —t.)

b) Calculati J _XsmX gy

o 1+sin® x

4. Pe o tabld este scrisd ecuatia : X +*-X> +*.x+*=0. Doi jucitori procedeazi astfel: primul
inlocuieste o stelutd cu un numar intreg, al doilea Tnlocuieste una dintre stelutele rdmase cu un
numdr intreg , dupa care iardsi primul jucator inlocuieste ultima stelutd rdmasa tot cu un numar
intreg. Demonstrati cd primul jucator poate proceda asa incat ecuatia sa aiba toate radacinile
intregi.

Notd: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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