CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

CLASA aIX-a

1. Pe un bulevard sunt 100 de felinare, numerotate 1, 2, ..., 100. Initial, pentru decor, felinarele 1, 4,
7, ... (la fel in continuare) sunt cu lumina galbena iar restul cu lumina alba. Cu ocazia sarbatorilor de
iarnd, incepand de la felinarul 100 si in sens descrescator din doi 1n doi, la fiecare felinar intalnit se
adauga un filtru albastru. Astfel, datorita proprietatii culorilor derivate, o parte din felinare ramén cu
lumina alba, o parte raman cu lumind galbena, o parte devin cu lumind albastrd (alb + albastru =
albastru) iar o parte devin cu lumina verde (galben + albastru = verde). Aflati cite din cele 100 de
felinare vor fi din fiecare culoare.

2. O sald de spectacol are locurile dispuse pe randuri si pe fiecare rand, incepand cu al doilea, se
afld cu cate doud locuri mai multe decat pe randul precedent. Stiind cd pe primul rand sunt 38 de
locuri si 1n total sala are 2010 locuri, aflati pe cate randuri sunt dispuse locurile 1n acea sala.

3. Pentru fiecare ae R se considerd ecuatia x”—2x+(2011—a) =0, notatd E(a).
a) Determinati valorile ae R pentru care E(a) are radicini reale;

b) Determinati suma si produsul radacinilor ecuatiei E(a);

¢) Determinati valorile ae R pentru care E(a) are ambele radacini numere naturale.

d) Determinati valorile ae R pentru care E(a) are ambele raddcini numere rationale.

4. O foaie de tabla este de forma unui triunghi ABC dreptunghic in A Si cu m(<ACB)=36’. Se
traseazd pe foaie segmentele [AM ]|, cu M e (BC) incat CM = AC si apoi [BN] cu Ne (AC)

incat AN = BM . Sa se demonstreze ca:
a) dacd se noteazd AM (BN ={P} , punctul P este mijlocul segmentului [BN];

b) daca se taie foaia dupd segmentele [AM ] si [BN ] , se obtin trei triunghiuri isoscele.

Nota: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASA a X-a

1. Rezolvati ecuatiile :
a) log, (x+3)-log,_,3=2, xe R;

b) 4°-9"=10"-15", xe R.

2. Fie C multimea numerelor complexe, atunci:

a) Demonstrati cd pentru orice ze C, dacad z=z atunci z este numar real( z este conjugatul
complex al numéarului complex z);

b) Demonstrati cd pentru orice doud numere z,,2,€C*, z,+z,=z+2,, 2,°2,=22, §i

4l 4.
Zz Zz '
c¢) Demonstrati ca pentru orice ze C, itz sl z .z sunt numere reale;
2010+2011; . - .=
d) Daca z=M arataticd z-z=1 si z(z2+1)e R.
2011+2010¢
3. intr-o populatie de soricei 25% sunt albi iar restul sunt negri. Printre cei albi 50% sunt cu ochi

albastri iar dintre cei negri doar 20% au ochi albastri. Daca 99 de soricei au ochi albastri, aflati cati
soricei sunt 1n total.

4. Un experiment de biochimie cerceteazd comportamentul unui mediu la o variatie tipicd de
temperaturd, pe durate de 10 secunde. Pe parcursul unei desfasurdri a experimentului un termostat
regleazd temperatura mediului cercetat in functie de factorul moment, astfel ca la fiecare moment

1€[0;10] temperatura mediului cercetat s fie T (¢) :[\/tz —6t+81} grade, in care [m] inseamna

partea intreagd a numarului m .(Spre exemplu |:\/% ] =8 deoarece \/76 € [8; 9)).

a) Aflati temperatura mediului la momentul de inceput si la momentul final al experimentului;

b) Aflati dacd pe parcursul experimentului se mai inregistreaza macar inca o data temperatura de la
momentul de inceput si in caz afirmativ determinati un astfel de moment;

¢) Demonstrati ca termostatul nu permite scaderea temperaturii mediului sub valoarea de 8 grade;
d) Determinati temperatura maxima pe care o atinge mediul pe parcursul experientei;

e) Demonstrati ca temperatura maxima este atinsa doar la un singur moment al experimentului.

Nota: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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CLASA a XI-a

1. Fie matricea A= si C(A)={XeM,(C)/ A-X=X"A}

N o= O
- O O
o O O

a) Calculati A> si A”;

b) Aratati cd matricele din C(A) sunt de forma X =

o &9
E S QO
X O O

L(C);

- [ . 3 e e e A
¢) Aratati ca ecuatia X~ = O, are o infinitate de solutii in

d) Aratati cd ecuatia X° = A nu are solutii in M, (C).

2
I oo a . NXT+x+a-b 3
2. Determinati numerele reale a si b Tncat Iim————=—

ol x"4+2x-3 16

0 a12 a13
3. Fie matricele de forma A=|a,, 0 a, |, Ae M,(R).
aSl a32 0
a) Calculati det A;
b) Aratati ca existd matrice A de aceastd forma, cu det A=0 si care are elementele nesituate pe

diagonala principald egale cu 2011 sau —2011;

c) Aratati cad existd matrice A de aceastd forma, cu det A=0 si care are elementele nesituate pe
diagonala principald numere intregi nenule si distincte doua cate doua.

d) La urmatorul joc se folosesc tablouri matriceale de forma din figurd si doi participanti
completeaza pe rand cele sase casute libere, scriind intr-o cdsuta libera, cate

d) un numar intreg nenul. o [ [I
Castiga cel care incepe jocul dacd determinantul matricei obtinuta este diferit de [] o []
zero, respectiv castigd celalalt participant dacd determinantul este egal cu zero. 11 o

Descoperiti o strategie prin care al doilea jucator sa castige jocul indiferent de cum
joaca primul jucator.

4. O piesd a unui angrenaj are forma unui patrulater ale cdrui varfuri intr-un reper cartezian
ortogonal sunt punctele A(2;2), B(9;1), C(14;6) si D(1;5) iar unitatea de lungime in reper de
1 cm. Se cere:

a) Determinati coordonatele mijlocului M al diagonalei BD ;

b) Demonstrati ci M este chiar intersectia diagonalelor patrulaterului(A, M, C-coliniare);

c¢) Determinati aria patrulaterului;

d) Daca trei dintre varfurile patrulaterului sunt varfurile unui paralelogram interior placii, aflati aria
acestui paralelogram;

Nota: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0la 7.
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CLASA a XII-a

1. Pe multimea numerelor reale, se defineste legea de compozitie xoy=2011-(xy—x—1y)+2012,
Vx,ye R.

a) Demonstrati ca xo y=2011-(x—1)-(y—1)+1,Vx,ye R;

b) Demonstrati cd legea este asociativa si cd xo yoz=2011"-(x—1)-(y—1)-(z-1)+1,Vx,y,ze R;
c¢) Demonstrati ¢d multimea G =R\{1} este parte stabild a multimii R fatd de legea ,,o” §i ca
(G;o) este grup comutativ;

d) Rezolvati ecuatia xoxoxox=2011"+1, xe R.

2. Demonstrati ca:
2 3 1 2 . .
a) l-x+x"—x £<——<1—x+x", oricare ar fi xe[O; 1];
1+ x
5

1
b) J.ﬂ =1In2 si, folosind eventual a), deduceti ca: l <In2<—;
o l+x 12 6

455 j~dx _ol

0 22 [ <2
528 J1+x 66
. .. . . . x-1 . In®x |
3. Fie functiile f, g si & definite prin: f:R—> R, f(x)=—; g:R, 5> R, g(x)= si
e

f(x), dacd xe (—oo;1)

h:R—>R, h(X):{g(x), dacaxe[l; +°°)

a) Justificati ca functiile f, g, h sunt primitivabile si calculati J f(x) dx, I g(x)dx, Ih(x) dx;
b) Justificati ca functia & este integrabila pe [0; e] si calculati J h(x)dx.
0

4. Un program de calculator functioneaza astfel:

La deschidere afiseazd pe ecranul monitorului 5 casute ca in figura

alaturatd si solicitd utilizatorului sa scrie in fiecare din casutele Ny N Ny W
A - IN ACEST MOMENT REZULTATUL SUMEI

n,,n,,n,,n, cate un numdr real nenul; gLl 11
Dupa scrierea celor patru numere reale n,,n,,n,,n, in cea de a cincea IES—_TEI
casuta programul afiseaza instantaneu rezultatul sumei

1 1 1 1 & . <
S =—+—+—+—_ In continuare programul lucreaza astfel:

n n, n, n

1 2 3 4

La fiecare click succesiv din mouse in oricare doua din casutele n,,n,,n,,n,, In care sd zicem ca

o . A . 2 2 :
apar doua numere a S1 b , aceste numere sunt inlocuite automat cu numerele a+b++a” +b S1

2 2 . A . - - . .
a+b—+a”+b" , cu afisare in a cincea casutd a noului rezultat al sumei S ;
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Se cere sa se demonstreze ca:

a)Dacd a-b#0 atunci a+b+Ja*+b> #0 si a+b—a*+b> #0;

b) Daca a-b #0 atunci ! + 1 = 11

a+b+a*+b> a+b—Ja+b a b’
c¢) Daca utilizatorul alege la pornire 4 numere si pe monitor apare S = 2011 atunci 1n orice moment
al acelei aplicdri a programului suma S afisatd pe monitor rdimane permanent 2011;
Daca utilizatorul alege la pornire numerele 8044, 8045, 8046 si 8047, atunci in orice moment al
acelei aplicari a programului nici unul din cele patru numere afisate nu va deveni 2011.

Nota: Timp de lucru 3 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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