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Fisa -Breviar teoretic — Polinoame

Forma canonica a
polinomului cu
coeficienti n corpul
comutativ K

f=aX"+a X""'+...+aX" ' +a, CcU a,,3,,...,a, €K, Kfiind un corp
comutativ si a, =0

Multimea
polinoamelor cu
coeficienti In corpul
comutativ K

K[X] . K corp comutativ ( Q,R,C,Z , p prim)

(K [X]+) este inel comutativ

Gradul polinomului

Daci f=a X"+a _X"'+...+a X" +a, gradf=n
Daca f =0, grad f= —0

Valoarea Def. Pentru o € K, valoarea polinomului f in «, este
polinomului f(a)=a,a"+a, a"" +...+aa+a,

Valoarea 1. f eR[X]si zeC,atunci f(z)=f(z)
polinomului - q S . . Ui
Proprietati unde z=x+yi iar Z=x-yi este conjugatul lui z

2. f eQ[X], abeQ,beR\Q,b>0, atunci
f(ai\/B) este de forma A+Bvb, ABeQ

Operatii cu
polinoame —

suma de polinoame
(adunare)

f.geK[X], f=a,+aX'+...+a X" +a X"si
g=b,+bX*+...+b_ X" +b X"
f+g=(a,+by)+(a,+b)X+...

(adica se aduna termenii asemenea )

Gradul (f+g) < max (gradf;gradg)

Operatii cu
polinoame —

produs de polinoame
( inmultire )

(Se foloseste
formula

a'-a'=a'™)

f,geK[X], f=a,+aX"+...+a, X" +a,X"si
g=b, +b X +...+b, X" +b X"
fg=a,(b+b X" +...+b, X" +b X")+
aix(bo+b1X1+...+bm_1Xm’1+mem)+...+
anX”(bo+b1X1+...+bmlem‘1+mem)

Se fac inmultirile si se aduna termenii asemenea

Gradul (f - g)=gradf +grad g

Operatii cu
polinoame —
impartirea
polinoamelor

Teorema impartirii cu rest

Oricare ar fi polinoamele f,geK[X], g0, exista si sunt unice polinoamele
c,reK[X] pentrucare @) f =g-c+r sib)gradr<gradg

Teorema restului

Restul impartirii unui polinom f prin binomul X —a este egal cu valoarea f (a)

a polinomului f ina.
Obs. Pentru a afla catul si restul impartirii unui polinom f prin binomul X —a se
poate folosi si schema lui Horner
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Divizibilitate

Def. Fie f,geK[X], spunem ca polinomul f este divizibil prin polinomul g, daca
exista un polinom h e K[X] astfel incdt f =g-h. (adica restul impartirii lui f la
g este 0). Notam f :g (adica f este divizibil prin g) sau g/ f (adica g il divide pe f)
C.mm.d.c

Def. Fie f,geK [X] Un polinom d e K [X]se numeste cel mai mare divizor

comun (c.m.m.d.c.) al polinoamelor f si g daca verifica urmatoarele conditii:
a)d/fsid/g

b) vd'e K[X] astfel incat d'/ f si d'/ g, rezultd d'/d

C.m.m.d.c. al polinoamelor f si g se noteaza ( f,g).

Algoritmul lui Euclid
Def. C.m.m.d.c. al polinoamelor f,geK [X] se poate obtine cu urmatorul

algoritm:

-se imparte polinomul f (de grad mai mare) la cel de gard mai mic, g, obtinand
catul ¢, sirestul r,

-se imparte impartitorul g la restul r, si se obtin catul g, si restul r,

-se continua procedeul, impartind impartitorul la rest
-ultimul rest nenul obtinut este c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g.

Def. Fie f,geK[X]. Spunem ca polinoamele f si g sunt prime intre ele daca
(f.g)=1, (1 fiind polinom constant).

C.m.m.m.c.

Def. Fie f,geK [X] Un polinom me K [X]se numeste cel mai mic multiplu

comun (c.m.m.m.c.) al polinoamelor f si g daca verifica urmatoarele conditii:
a) f/msig/m

b) vm’'e K[X] astfel incat f/m’ si g/m’, rezulta m/m’
C.m.m.m.c. al polinoamelor f si g se noteaza [ f,g].

Teorema
Fie f,geK[X] astfel incat f =0 sau g=0. Atunciavem [f,g]-(f,g)="f-g

Radacinile
polinoamelor

Def. Numarul « € K se numeste radacina a polinomului f e K [X ] , daca
f (a) =0
Teorema lui Bézout
Numarul « € K se numeste radacina a polinomului f € K [X] , T#0, dacasi

numai daca f este divizibil cu X —a.
Teorema fundamentali a algebrei ( Teorema D’ Alembert-Gauss )

Orice polinom f e (C[X], grad f >1, are cel putin o radacind in C.
Observatie: Dacad f e C[X], grad f =n, atunci f are exact n radicini complexe,

nu meaparat distincte.
Def. Spunam cd numarul « € K se numeste radacina multipla de ordinul K,

keN", apolinomului f eK[X] daca (X -a) /f si (X-a)"+f.
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Teorema 1
Fie f eK[X], keN,k>2 si aeK.Polinomul f are a radacina multipla de

ordinul k, daca si numai daca f (a)=0; f'(a)=0;...; {*¥(a)=0; f* (a)=0.
Teorema 2

Fie f e K[X] si a,beK,a=b. Polinomul f E(X —a)(X —b) daca si numai daca
f(a)=f (b)=0.

Teorema 3

Fie f eR[X] si @ eC oridicini a lui f, Atunci : a) @ este de asemenea o
radacind alui f; b) a si & au acelasi ordin de multiplicitate.

Teorema 4

Fie f eQ[X]si a+b/d oradicinialuif (a,b,d eQ,d>0,v/d ¢ Q). Atunci :
a) a—b\/d— este de asemenea o radacina a lui f ; b) a+b\/d— si a—b\/a au acelasi

ordin de multiplicitate.
Teorema 5

Fie f eZ[X], f=a,X"+a, X" +...4+a X" +a,, grad f —n>1,iar a ="
q

o radacina rationala a lui f, p,qeZ,q=0,(p,q)=1. Atunci:
a) p divide termenul liber a,; b) q divide coeficientul dominant a, .

Descompunerea
polinoamelor in
factori ireductibili

Def. Fie f e K[X], gradf =n>1. Spunem ci f este polinom reductibil peste K
dacd exstd f,, f, e K[X] astfel incat f = f,- f,, grad f, <n, grad f, <n.In caz
contrar , spunem ca f este polinom ireductibil peste K .
Observatii:

1. Fie f eR[X], gradf=2, f =aX*+bX +c. Atunci:
a) f este reductibil peste C ; b) f este reductibil peste R daca si numai daca
A=b’-4ac>0

2. Fie feC[X], f=a,X"+a, X" +...+a X" +a,,gradf =n>1 cu

radacinile X, X,, ..., X, . Atunci f se descompune unic
=2, (X ~%)(X-%)...(X~x,)
3. Orice polinom f e R[X], gradf =n>1, se descompune unic intr-un
produs de polinoame de gradul I sau gradul 11 cu coeficienti reali.

Relatiile ui Victe

Cazul n=2
Fie feK[X], f=a,X?+aX+a,, a,#0, X,X, radicinile lui f. Atunci :

x1+x2:—ﬁ

a
relatiile lui Viéte sunt 2
a,
XX, = —
aZ

Reciproc :
dacd x,, X, raddcinile lui f, atunci f = a(X2 -§,X +Sz),a e K\{0}, unde
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S, =X +X, 51 S,=%xX,

Cazul n=3

Fie feK[X], f=a,X*+a,X*+aX+a,, 8,0, X,X,, X, radacinile lui f.
Atunci :

a
X X, + X, =——%

8,

relatiile lui Viéte sunt < X X, + X X; + X, X; = &4
3

X XoXs = _%

Reciproc : daca X, X,, X; rddacinile lui f, atunci
f=a(X®-8,X*+8,X-S;),acK\{0}, unde S, =X +X, +X, ,

Sy = XX + X Xg + XX $1 Sy = X, Xp X

Cazul n=4

Fie feK[X], f=a,X*+a,X?+a,X*+aX +a,, 8, %0, X,%,, X, X,
radacinile lui f. Atunci :

8

X+ X, + X+ X, =—
a,

a
XXy + X X5 + X X, + XoXg + XX, + XX, = —F
a
relatiile lui Viéte sunt 4
X, Xy Xg + X Xo Xy + X Xg X, + Xp XoX, = ——
a
XX XXy = —
a,
Reciproc : daca x, X,, X5, X, radacinile lui f, atunci
f=a(X*-8X*+8,X*~8,X +8,),aeK\{0}, unde S, =X, +X, +X+X, ,
S, = XX, + X X+ XX, XX + XX, F XX, Sy =X XX + X XX, + X XX, 4 XXX, Sl
S4 = X X5 X5 X,y
Relatii importante:
2 2 2 2 2 2
(X +X%,) =X +X +2X% =X + X =(X +X,) —2%X,
(X, + X, +x3)2 =X 4 X + Xg + 2( XX, + X Xg + X, Xg ) =

X2+ X+ X5 :(x1+x2+x3)2—2(x1x2+x1x3+x2x3)

Ecuatii bipatrate

ax*+bx*+c=0, a,b,ceR, a0
Se face substitutia : x> =t atunci x* =t°
Obtinem ecuatia at”+bt+c =0 care se rezolvi, rezultand t,,t,
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X =t ~ ~
Din (>0 }:xl,xzeR,xl_\/t:,xz_—ﬁ :

Daca =t = X, X gR(xlzi t, X, =—i tie(C)
t, <0 e ' e
x? =t
Din t2202}2>X3,X4€R,X3= t2’X4=_\/t:'
2

X" =t
Daca 2l X, X, ¢ R, (X, =it , X, =—iJt, e C
R e O e

Ecuatii reciproce

Ecuatia reciproca de gradul 3
(coeficientii termenilor egali departati de capete sunt egali)

ax’ +bx’ +bx+a=0, a,be R, a=0 admite solutia x, =-1
Aplicam schema lui Horner

3 2 1 0

X X X X
a b b a
-1 a b—a a 0

Catul impdrtirii este ax’ +(b—a)x+a, egalam catul cu 0 (ecuatie de gradul II) si
rezultd X,, X, .

Observatie : daca coeficientii termenilor egali departati de capete sunt opusi, adica
ax® +bx* —bx—a=0, a,beR, a=0 admite solutia X =1

Pentru rezolvare se procedeaza ca mai sus.
Ecuatia reciproca de gradul 4
(coeficientii termenilor egali departati de capete sunt egali)

ax* +bx® +cx* +bx+a=0, a,b,ceR, a0

Observam ci X =0 nu este solutie deci putem imparti ecuatia cu X°, se obtine

ax2+bx+c+b-1+a-i:0c>a(x2+%)+b[x+£j+c:0
X

X NG X

e 1 . 1
Facem substitutia X+—=t, deci X% + — = t? -2
X X

Obtinem ecuatia a(t2 - 2) +bt+c=0<at*+bt+c—2a=0, care se rezolvi si
rezulta t,t,

Din x+1:t1 S X —tx+1=0= X, %,
X

. 1
Din x+==t, © X’ -t,x+1=0=> X, X,
X




