Clasa a Xll-a—-M2
Prof. Mestecan Cornelia Fisa de lucru — Legi de compozitie; Monoid; Grup

Breviar teoretic

Def 1. Fie M o mulfime nevida. O aplicatie / functie de tipul *:M xM — M,(X,y) — X*y , se numeste
lege de compozitie interna (operatie algebrica) pe multimea M.

Def 2. Fie o lege de compozitie "+" pe M. O submultime nevida H a lui M se numeste parte stabila a lui
M in raport cu legea "+" daca, pentru orice elemente X si y din H, elementul x*y este tot din H.

Def 3. O lege de compozitie "*+" pe o multime M se numeste asociativa daca
(x*y)*xz=x*(y*z),VX,y,zeM.

Def 4. O lege de compozitie "*+" pe o multime M se numeste cOmuzativa daca

X*xy=y*xX,VX,yeM.
Def 5. Spunem ca o lege de compozitie "*+" pe o multime M , are element neutru daca existda e e M astfel
incit x*e=e*xX=X,Vxe M . Elementul e se numeste element neutru fata de operatia "+" .
Def 6. Fie "+" o lege de compozitie pe M care are elementul neutru e. Spunem ca un element x € M este
simetrizabil in raport cu legea "+", daca existd X' e M astfel incat x* X' =x"*x=e. Elementul x'se
numeste simetricul lui x.

Monoid Grup

Fie M o multime nevida si "+" o lege de compozitie | Fie G o multime nevida si """ o lege de compozitie
pe M. Perechea (M;*) se numeste monoid daca: pe G. Perechea (G;°) se numeste grup daca:

A: legea "x" este asociativa; A: legea "o" este asociativa;

E: legea "+" are element neutru; E : legea "" are element neutru;
Daca in plus legea "*" este comutativa (C) atunci S : toate elementele lui G sunt simetrizabile in
(M;*) este monoid comutativ. raport cu legea "™ o _
Daca exista in M, elemente simetrizabile 1n raport Daca in plus legea " es_te comutativé (C) atunci
cu legea "+", acestea se nuMesc unitdtile (G;) este grup comutativ .
monoidului.

Exercitii rezolvate:
1. Pe multimea numerelor reale definim operatia Xoy =Xy +4x+4y+12.

a) Sa se verifice daca legea "o" este asociativa ;

b) Sa se verifice daca legea "™ este comutativa ;

C) Sa se determine elementul neutru fata de legea "o" ;
d) Sa se determine elementele simetrizabile in raport cu legea "o" ;

e) Sise precizeze daca (IR;e) este grup sau monoid;

f) Sase verifice cd xoy=(x+4)(y+4)—4, pentru orice x,yeR ;
g) Sa se calculeze Xo(—4) , unde X este un numar real;

h) Sise calculeze (~2009)o(~2008)e...>200852009;

i) Sase calculeze 20(-5);(-3)°(-1);

J) Saserezolve in R ecuatiile: Xe3=5; Xox=-3
k) Sa se determine a,b e Q\Z astfel incat acbe N
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Rezolvare:

a) legea "o" este asociativd dacd (Xoy)ez=xXo(yoz),VX y,zeR
calculam fiecare membru al egalitatii si apoi comparam rezultatele:
(Xxoy)ez=(xoy)z+4(xoy)+4z+12

=(Xy+4x+4y+12)z+4(xy +4x+4y+12)+4z2+12

=XyZ+4X2+4yz+127 +4xy +16x+16y +48+4z +12 @
=XyZ+4XZ+4yz+4xy +16x+16y+16z+ 60
Xo(yoz)=x(yoz)+4x+4(yoz)+12
=X(yz+4y+4z+12)+4x+4(yz+4y+42+12)+12 )

= XYZ+4Xy +4x2 +12Xx+4X+4yz+16y+162+48+12
= XyZ+4Xy+4xz+4yz+16x+16y+16z+60
Din (1) si (2) rezultd ca cele doua rezultate sunt egale, deci (Xo y)o Z= Xo(yo Z) , VX, ¥,Z € R, adica legea

o" este asociativa.

b) legea "o" este comutativa dacd Xocy=YyoX,VX,yeR
Xoy=Xy+4x+4y+12
YyoX=yx+4y+4x+12
inmultire din R, rezulta ca Xocy=yoX,VX,y € R adica legea """ este comutativa.

c) legea "o" admite element neutru daca exista e € R astfel incdt Xce=eoX=X,VXeR

} observam ca sunt egale datoritd comutativitatii operatiilor de adunare si

legea "o" este comutativa (conform punctul b) ) deci vom rezolva doar o ecuatie pentru a gasi elementul
heutru:

Xoe=X< Xe+4x+4e+12=x<e(Xx+4)=x-4x-12 = e(x+4)=-3x-12 = e(x+4)=-3(x+4)
<e=-3eR

deci elementul neutru este e =-3.
d) Unelement x € R este simetrizabil in raport cu legea "™, daca exista X’ € R asfel incat sa avem
XoX'=Xx'ox=e;cum legea "" este comutativa, vom rezolva o singura ecuatie:
—4x-15 o
XoX =< XX +4x+4x'+12=-3 < X' (X+4)=—4x—15= X'= 2 X+4#0, adica x#=—4
X+
Prin urmare observam ca toate elementele X € R, X # —4 sunt simetrizabile in raport cu legea "o", adica

multimea elementelor simetrizabile in raport cu legea "o", este R\ {—4} .

e) Conform a), legea "o" este asociativa pe R , conform b) legea ">" este comutativa pe R,

conform c) legea """ pe R are element neutru e =—3 iar conform d) elementele xe R, x# —4 sunt

simetrizabile in raport cu legea "o", prin urmare (]R;o) nu poate fi grup (pentru cd nu toate elementele lui

R sunt simetrizabile), adica (IR;c) este monoid comutativ si mulfimea unitagilor monoidului este R\ {4}
f) Xoy=(x+4)(y+4)—4< xoy=xy+4x+4y+16—4 < Xoy =Xy +4x+4y+12 (A)
(am desfacut parantezele)
0) Xo(—4)=x(—4)+4x+4(-4)+12=-4x+4x-16+12=—4
0

Sau folosind relatia de la punctul f) xo(—4)=(x+4)(-4+4)-4=(x+4)-0-4=—4

— —
0 0
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h) Pentru a calcula (—2009)<(—2008)-...> 20082009 folosim punctul g) adica x-(—4)=—4
Stim ca legea "o" este comutativd pe R deci (—4)ox=xo(—4)=—4 ,darsi
(—4)oy=(—4+4)(y+4)—4=—4 adicd Xo(—4)oy=—4,VX,yeR

v
Prin urmare

(~2009)(~2008)5...0 2008 2009 = (~2009) (~2008)o.....(~5) o (~4)o (~3)o... 200852009 = ... =

(~2009) - (4)=(2009) = _

. 20(-5)=2 (5)+4 2+4-(-5)+12=-10+8-20+12=-10
) (=3)o(-1)=(-3)-(-1)+4-(-3)+4-(-1)+12=3-12-4+12=-1

)] X03=5<:>X-3+4X+4-3+12=5<:>7X:5—24<:>7X=—19<:>X:—geR deci S ={—$}

XoX=—-3 X-X+4X+4Xx+12=-3 <= x* +8x+12+3=0<= x> +8x+15=0
a=1b=8c=15
A=b?—dac <> A=8—4.1.15=64—60=4
:—b—\/Z(DXi:—S—z -0 o _p. —b+\/_ . _8+2_6_ . o
2a 21 2 2a 21 2
deci S ={-5;-3}

k) ach=(a+4)(b+4)-4 (1) ; a,beQ\Z deciputem lua a:%e@\z inlocuim in relatia (1) si

obtinem: %ob=(%+3)4j(b+4)—4 ;(b+4) 4eN:>§(b+4)eN si %(b+4)24 rezulta ca

bra=MCA) 24 28w, 2852 28 _\y n(3.4) = multiplu de 3 si 4
13 13 13 13 13

Verificim: o 28 |[Li9g) 28 wg] 41828 4 _g 4_gen
3\ 13) (3 13 3 13

2. Pe mulfimea numerelor reale se considera legea de compozitie Xoy =x+Yy—-14.
a) Sa se rezolve In R ecuatia XoX=2;

b) Sa se demonstreze ca legea "o" este asociativa;
c¢) Sa se demonstreze ca (]R, ) este grup comutativ.

Rezolvare:
a) XoX=2<>X+X-14=2<>2x=16<>x=8€R deci S ={8}
b) legea "o" este asociativd dacd (Xoy)ez=xXo(yoz),VX y,zeR

(xey)ez=(xoy)+z-14=(x+y—14)+z-14=x+y+2-28
Xo(yez)=x+(yoz)-14=x+(y+2-14)-14=x+y+2-28

Observam ca cele doud rezultate sunt egale, deci (xoy)oz=xo(y°z),Vx y,z€R, adici legea "" este

asociativa;
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C) (R; o) este grup comutativ daca legea "o" este asociativa; comutativa , are element neutru si toate

elementele lui R sunt simetrizabile in raport cu legea "".

A: Conform b) legea "o" este asociativa

C: legea "o" este comutativa dacd Xoy=YyoX,VX,yeR
Xoy=Xx+Yy-14
yoX=y+x-14
deci Xxey=yoX, VX, yeR, adica legea "o" este comutativa;

E: legea "o" admite element neutru daca exista € € R astfel incat Xxce=eoXx=X,VXeR

legea """ este comutativa deci vom rezolva doar o ecuatie pentru a gasi elementul neutru:
Xoe=X<X+e—-1ld=x<e=x—X+14<e=14R deci elementul neutru este e=14.
S: trebuie sa dem. ca VXxe R, IX'e R ai. XoX'=x'ox=e

legea "™ este comutativa deci vom rezolva doar o ecuatie:
XoX'=e<= x+X' -14=14 < X' =—x+28e R, Vx e R, prin urmare toate elementele lui R sunt

simetrizabile in raport cu legea "o
Din A, C, E, S rezulta ca (IR;°) este grup comutativ.

}observém ca cele doua rezultate sunt egale, deoarece adunarea este comutativa in R ,

Exercitii propuse:
1) Pe multimea numerelor reale definim operatia Xoy =2Xy —6x—6y+21.

a)Sa se verifice daca legea """ este asociativa ; b) Sa se verifice daca legea """ este comutativa ;

c) Sa se determine elementul neutru fata de legea "o" ; d) Sa se determine elementele simetrizabile in

raport cu legea ™" ; e) Sa se precizeze daca (R; o) este grup sau monoid; f) Sa se verifice ca
xoy=2(x—3)(y—3)+3, pentru orice x,y R ; g) Si se calculeze X3 , unde x este un numar real;
h) Si se calculeze 1o+/2o+/3¢...04/2009; i) Si se calculeze 20(-5);(-3)°(-1);

J) Sa se rezolve in R ecuatiile: Xo(—2) =7 ; Xox=11;K) Sa se determine a,b € Q\7Z astfel incét
acbeN

2) Pe multimea numerelor reale definim operatia X*y =Xy —2(Xx+Y)+6.

a)Sa se verifice daca legea "+" este asociativa ; b)Sa se verifice daca legea "+" este comutativa ;
C)Sa se determine elementul neutru fata de legea "+" ; d)Sa se determine elementele simetrizabile in

raport cu legea "+" ; e)Sa se precizeze daca (R; *) este grup sau monoid; f)Sa se verifice ca
x*y=(x—2)(y—2)+2, pentru orice X,y €R; g)Si se calculeze xo2 , unde x este un numar real;

h)Sa se calculeze (—2009) * (—2008) * Lk (—1) x*0=x1*x2x...%2009; 1)Sa se calculeze 3+*5; (—7) * (—3) :
J)Sa se rezolve in R ecuatiile: x*4=-5; x*X=6; k)Sa se determine a,b € Q\Z astfel incat acbeN
3) Pe multimea numerelor intregi se definesc legile de compozitie Xoy =X+Yy—3 si
xxy=(x-3)(y-3)+3.

a) Sa se rezolve in Z ecuatia X*X=XoX;
b) Sa se determine a € Z cu proprietatea ca x*a=3,VXxeZ;

c) Sé se demonstreze ca (Z;°) este grup comutativ.



