CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA FINALA - 22 mai 2010

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

CLASAAIX A

1. Pe o dreapta se considera 2010 puncte, care formeaza 2009 segmente, fiecare de 1 cm. Pe primul
segment, deasupra dreptei, construim un patrat, pe al doilea segment, dedesubtul dreptei, construim un
triunghi echilateral, apoi trasam segmentul de lungime 1 cm. Pe al patrulea segment construim un
triunghi echilateral, deasupra dreptei, pe urmatorul segment, construim un patrat, dedesubtul dreptei si
din nou trasdm urmatorul segment de lungime 1 cm (ca in desenul de mai jos). Repetam procedeul pana
ajungem la ultimul punct. Calculati lungimea liniei frante obtinute de la primul pana la ultimul punct.

2. Consideram sirul (a, )neN* ,a, = 3 sia, = _+_+

3\/_\/—

a) Ardtati ca sirul (b, ) _ , definit prin b, = anx/g —n, este o progresie geometrica.

n-1
b) Arétati cd a, = 2 (lj ,ne N*.

TG

5 o (n+1) .
¢)Notdm S, =a, +a, +...+a,, demonstrati ca Sn\/g—T<3, Vne N,

3. In triunghiul ABC cu BC = 1 si indltimea AD=h, De [BC] se nscrie dreptunghiul MNPQ,
Me [AB], Ne[AC], P, Qe [BC]. Notam MN=x si NP=y.

a) Demonstrati ca are loc egalitatea: hx + ay = ah ..

b) Ardtati ca aria dreptunghiului MNPQ este cel mult jumatate din aria triunghiului ABC.

¢) Consideram o bucatd de carton in forma de triunghi cu laturile egale cu 30 cm, 40 cm si 50 cm.
Determinati dimensiunile dreptunghiurilor de arie maxima care pot fi decupate din acest carton.

2
4. Fie functia f:Q\ {%} - R, f(x)= %}(3—#2 . Determinati punctele situate pe graficul functiei f
X J—

care au ordonata un numar intreg.

Nota: Timp de lucru 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii
Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7
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CLASA aX-a

1. Rezolvati in multimea R ecuatiile:
a) log, (x+12)-log, 2=1;

b) X+2 /3+X %

2.
a) Ardtati ca functia f: R - R, f(x)=2"+x este strict monoton.

b) Fie a, be R astfel incat 2* —2° =b—a. Aritaticia=b.

. . i 2 2
c) Rezolvati ecuatia 2™ * —2°" * =cos2x, xe R.

3. O capra este legata cu un lant avand lungimea de 6m, lant care este fixat cu unul dintre capete in
punctul A. AG este un gard cu lungimea de 4m pe care capra nu poate sd-l sard. Patratul ABCD este
un tarc cu latura de 2m 1n care capra nu poate intra (vezi figura). Calculati aria suprafatei maxime de
iarba pe care capra poate paste (gardul si laturile tarcului au latimi neglijabile, iar aria unui cerc este

2 .
7r°, unde r este raza cercului).

N 6m

Ge 4m

4. Un numar natural se numeste ,.bun” daca el poate fi scris atdt ca suma a doua numere naturale
consecutive, cat si ca suma a trei numere naturale consecutive.

Demonstrati ca:

a) 2010 nu este ,,bun”, dar 2013 este ,,bun’.

b) Produsul a doua numere ,,bune” este ,,bun”.

¢) Daca produsul a doud numere este ,,bun” atunci cel putin unul dintre ele este ,,bun”.

Nota: Timp de lucru 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii
Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7
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CLASA aXI-a

Xy z
a) Fie x, y, ze R. Aratati ca: |z x y=(X+y+z)(X2+y2+Z2—Xy—yz—xz).

y z X
b) Fie matricca Ae M,(R) avand toate elementele pozitive cu proprietatea ca elementele de pe

diagonala principald sunt egale intre ele, iar produsul elementelor de pe fiecare linie si de pe fiecare
coloanad este egal cu 1. Aratati cd detA =0.

2. Spunem ca o matrice are proprietatea (p) dacad toate elementele sale sunt egale cu -1 sau 1, iar
produsul elementelor de pe fiecare linie si de pe fiecare coloana este egal cu -1.

a) Dati un exemplu de matrice A€ M, (Z) cu proprietatea (p).

b) Demonstrati cd nu existd nici o matrice B € M ,,, (Z ) cu proprietatea (p).

3.
a) Determinati intervalele de monotonie ale functiei:
16

f:(0,00) >R, f(x)=x"+—.
X
b) Se construieste un rezervor din sticla in forma de paralelipiped dreptunghic cu baza patrat si fara
capac, avand volumul egal cu 4m”. Determinati dimensiunile paralelipipedului astfel incat suprafata de
sticla utilizata sa fie minima.

4. Determinati a,b,ce R astfel Incat functia:
a—2v2—x
—, x<I

| ‘=1 si fie continud pe multimea R .

bx+cln(x—1), x>1

Nota: Timp de lucru 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii
Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7
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CLASA aXlIl-a

1.
a) Pe multimea R definim legea de compozitie *: RXR — R prin x*y=xy—x—y+2. Aratati ca
legea * este comutativa si asociativa.

b) Pe tabla sunt scrise numerele -2010, -2009, ..., 0, 1, ..., 2010.. Se sterg doua numere a si b si, in
locul lor, se scrie numarul ab - a - b + 2. Se continua acest procedeu pana cand pe tabla ramane un
singur numar. Care este acest numar?

T dx
2. Calculati: I=1lm .
’ le(x+1)(2x2+1)

3. Considerdm multimea F:{f:[O,l] —[0,1], f continua, f(0)=0 si (1) :1}.
0, xel0,a]

X—a

b—

L xe[bl]

a) Fie a,be [0,1], a<b si functia £ :[0,1] =[0,1], f(x)= ,x€ (a,b).

o

1
Aratati ca f € Fsi calculati jf (x)dx.
0

1 1
b) Gasiti doua functii f,, f,e F, f, # f, astfel incét jfl (x)dx = Ifz (x)dx .
0 0

1
c) Gasiti o functie f € Fastfel incat I f(x)dx = L
) 2010

4. La un turneu de sah au participat 20 de elevi. Fiecare a jucat cate o partida cu fiecare. Dupd
terminarea turneului s-a constatat ca exact un elev s-a clasat pe locul al 19-lea obtindnd 9,5 puncte.

a) Cate partide s-au jucat la acel turneu 1n total?

b) Aratati ca ultimul elev are cel mult 0,5 puncte.

c¢) Poate elevul clasat pe primul loc sd-1 depdseasca cu un punct pe al doilea clasat?

(Se acorda 1p pentru victorie, 0,5p pentru meci egal si Op pentru infrangere)

Nota: Timp de lucru 3 ore
Toate subiectele sunt obligatorii
Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7



