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CLASA A IX A 

 

 

1. Pe o dreaptă se consideră 2010 puncte, care formează 2009 segmente,  fiecare de 1 cm. Pe primul 
segment, deasupra dreptei, construim un pătrat, pe al doilea segment, dedesubtul dreptei, construim un 
triunghi echilateral, apoi trasăm segmentul de lungime 1 cm. Pe al patrulea segment construim un 
triunghi echilateral, deasupra dreptei, pe următorul segment, construim un pătrat, dedesubtul dreptei şi 
din nou trasăm următorul segment de lungime 1 cm (ca în desenul de mai jos). Repetăm procedeul până 
ajungem la ultimul punct. Calculaţi lungimea liniei frânte obţinute de la primul până la ultimul punct. 

 
  
 
 

 

2. Considerăm şirul ( )n 1n
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a) Arătaţi că şirul ( )n n 1
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, definit prin n nb a 3 n= − , este o progresie geometrică. 
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c) Notăm n 1 2 nS a a ... a= + + + , demonstraţi că 
( )
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3. În triunghiul ABC cu BC = 1 şi înălţimea [ ]AD h,  D BC= ∈  se înscrie dreptunghiul MNPQ, 

[ ] [ ] [ ]M AB ,  N AC ,  P,  Q BC∈ ∈ ∈ . Notăm MN x=  şi NP y= . 

a) Demonstraţi că are loc egalitatea: hx + ay = ah .. 
b) Arătaţi că aria dreptunghiului  MNPQ este cel mult jumătate din aria triunghiului ABC. 
c) Considerăm o bucată de carton în formă de triunghi cu laturile egale cu 30 cm, 40 cm şi 50 cm. 
Determinaţi dimensiunile dreptunghiurilor de arie maximă care pot fi decupate din acest carton. 
 

4. Fie funcţia  ( )
23 x 2x 2

f : \ ,  f x
2 2x 3

− + 
→ = 

− 
� � . Determinaţi punctele situate pe graficul funcţiei  f 

care au ordonata un număr întreg. 
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CLASA  a X-a 

 
1.  Rezolvaţi în mulţimea � ecuaţiile:  
a) ( )4 xlog x 12 log 2 1+ ⋅ = ;   

b) 
x 2 3 x 5

3 x x 2 2

+ −
+ =

− +
. 

 
 

2.  
a) Arătaţi că funcţia ( ) xf : ,   f x 2 x→ = +� �  este strict monotonă. 

b) Fie a,  b ∈�  astfel încât a b2 2 b a− = − . Arătaţi că a = b. 

c) Rezolvaţi ecuaţia  
2 2sin x cos x2 2 cos 2x,  x− = ∈� . 

 
 

3. O capră este legată cu un lanţ având lungimea de 6m, lanţ care este fixat cu unul dintre capete în 
punctul A. AG este un gard cu lungimea de 4m pe care capra  nu poate să-l sară. Pătratul ABCD este 
un ţarc cu latura de 2m în care capra nu poate intra (vezi figura). Calculaţi aria suprafaţei maxime de 
iarbă pe care capra poate paşte (gardul şi laturile ţarcului au lăţimi neglijabile, iar aria unui cerc este 

2rπ , unde r este raza cercului). 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

4. Un număr natural se numeşte „bun” dacă el poate fi scris atât ca suma a două numere naturale 
consecutive, cât şi ca suma a trei numere naturale consecutive.  
Demonstraţi că: 
a) 2010 nu este „bun”, dar 2013 este „bun”. 
b) Produsul a două numere „bune” este „bun”. 
c) Dacă produsul a două numere este „bun” atunci cel puţin unul dintre ele este „bun”. 
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CLASA  a XI-a 

 
 

1.  

a) Fie x,  y,  z∈� . Arătaţi că:  ( )( )2 2 2

x y z

z x y x y z x y z xy yz xz

y z x

= + + + + − − − . 

b) Fie matricea ( )3A M∈ �  având toate elementele pozitive cu proprietatea că elementele de pe 

diagonala principală sunt egale între ele, iar produsul elementelor de pe fiecare linie şi de pe fiecare 
coloană este egal cu 1. Arătaţi că det A 0≥ . 
 

 

2.  Spunem că o matrice are proprietatea (p) dacă  toate elementele sale sunt egale cu -1 sau 1,   iar 
produsul elementelor de pe fiecare linie şi de pe fiecare coloană este egal cu -1. 
a) Daţi un exemplu de matrice ( )3A M∈ � cu proprietatea (p). 

b) Demonstraţi că nu există nici o matrice ( )2 3B M
×

∈ � cu proprietatea (p). 

 
 
3.  
a) Determinaţi intervalele de monotonie ale funcţiei: 

                                 ( ) ( ) 2 16
f : 0, ,   f x x

x
∞ → = +� .  

b) Se construieşte un rezervor din sticlă în formă de paralelipiped dreptunghic cu baza pătrat şi fără 
capac, având volumul egal cu 4m3. Determinaţi dimensiunile paralelipipedului astfel încât suprafaţa de 
sticlă utilizată să fie minimă.  
 
 
 4. Determinaţi a, b,c∈�  astfel încât funcţia:  

( )

( )

a 2 2 x
,     x 1

x 1
f : ,   f x

1,                         x 1

bx c ln x 1 ,   x 1

 − −
<

−
→ = 

=
 + − >

� �   să fie continuă pe mulţimea � . 
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CLASA  a XII-a 

  

1.  
a) Pe mulţimea �  definim legea de compoziţie :∗ × →� � �  prin x y xy x y 2∗ = − − + . Arătaţi că 
legea * este comutativă şi asociativă. 
b) Pe tablă sunt scrise numerele -2010, -2009, ..., 0, 1, ..., 2010.. Se şterg două numere a şi b şi, în 
locul lor, se scrie numărul ab - a - b + 2. Se continuă acest procedeu până când pe tablă rămâne un 
singur număr. Care este acest număr? 
 

 

2. Calculaţi:  
( )( )

a

2a
0

dx
I lim

x 1 2x 1→∞
=

+ +
∫ . 

 
 
3. Considerăm mulţimea [ ] [ ] ( ) ( ){ }F f : 0,1 0,1 ,  f  continuă,  f 0 0  şi  f 1 1= → = = . 

a) Fie [ ]a,b 0,1 ,  a b∈ <  şi funcţia [ ] [ ]f : 0,1 0,1→ , ( )

[ ]

( )

[ ]

0,      x 0,a

x a
f x , x a, b

b a
1,       x b,1

 ∈
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−
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. 

Arătaţi că f F∈ şi calculaţi  ( )
1

0

f x dx∫ . 

b) Găsiţi două funcţii 1 2 1 2f ,  f F,  f  f∈ ≠  astfel încât ( ) ( )
1 1

1 2

0 0

f x dx f x dx=∫ ∫ . 

c) Găsiţi o funcţie f F∈ astfel încât ( )
1

0

1
f x dx

2010
=∫ . 

 
4. La un turneu de şah au participat 20 de elevi. Fiecare a jucat câte o partidă cu fiecare. După 
terminarea turneului s-a constatat că exact un elev s-a clasat pe locul al 19-lea obţinând  9,5 puncte. 
a) Câte partide s-au jucat la acel turneu în total? 
b) Arătaţi că ultimul elev are cel mult 0,5 puncte. 
c) Poate elevul clasat pe primul loc să-l depăşească cu un punct pe al doilea clasat?  
(Se acordă 1p pentru victorie, 0,5p pentru meci egal şi 0p pentru înfrângere) 
 
 


