CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
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Filiera tehnologica : profil tehnic

BAREM DE CORECTARE CLASA AIX A

Se considerd functia f :R > R , f(x)=4x—-x" .

a) Determinati coordonatele punctelor in care graficul taie axa Ox.

b) Determinati coordonatele varfului parabolei (P) asociate functiei .

¢) Notand cu § aria multimii din plan delimitate de parabola (P) si axa Ox, aratati ca:
8<S<l16.

Solutie.

a) intersectiile graficului ( parabolei) cu axa Ox sunt punctele O(0, 0) s1 A(4,0) .coovuveernneenne 2p

b) se obtine imediat ca varful parabolei este V(2, 4). ..ccceoriiiriiiiiiiienieeeeeete e Ip

c) Evident S> A gyx; © S>8 (1) oo 2p

Utilizeaza S < Aria dreptunghiului cu doua dintre laturi OA si OP unde VP L OY,

deci S<16. (2)

Din (1) si(2)sededuce CONCIUZIA. .......oceeeeiiiiiieiiiei et 2p

a) Determinati cel mai mare numar intreg k pentru care 2x% -3x+1>k , Vxe R;

2
b) Gasiti numerele intregi x pentru care (2)(2 -3x+ 1) <14x% -21x +1.
Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie:
C e .. 2 A 1
a) Valoarea minima a functiei f : R — R,f(x) =2x"—-3x+1 este y;, = —4— = —g ,
a

deci f(x)Z—é,Vxe R et e e e e e ettt e e e taeeeeanaaeeeentbaeeeennraeeeannns 2p
Astfel numarul cerut este K = -1 ... 2p
Metoda a Il a: 2x°> —=3x +1—-k >0 , Vxe R impune A =1+8k<0=k< —% ,deci kpax = -1
b) Notdm y = 2x2 —3x +1 sl inecuatia datd conduce la: y2 <Ty-6= y2 -T7y+6<0

S Y E 6] i Ip
Ajungem la:
(1) y=2x2-3x+121=xe (—oo,O]u{%,oojzsl

2 5

(I') y=2x"-3x+1<6=x¢e —1,5 S Ip
s . 35 .
In final obtinem x e S; US, =[-1,0]u 5 ;cum X € Z, ajungem la x€ {-1,0,2}. ........... Ip

Pentru desfacerea corecta a parantezelor, fara finalizare, se acorda un punct.



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA FINALA - 22 mai 2010

Filiera tehnologica : profil tehnic

Nicu are plantati in livada n pruni, numerotati distinct cu numerele 1, 2, 3, ..., n . Intr-o zi,
Nicu se apuca de cules prune respectdnd urmatoarea reguld: din prunul cu numarul 1 culege
doud prune, din prunul cu numarul 2, culege cinci prune, din prunul cu numarul 3, opt
prune, si asa mai departe, culegand cu trei prune mai mult decat din pomul precedent.

a) Ce numar de prune a cules din copacul cu numarul zece?

b) Cati pruni ar trebui sa aiba plantati Nicu pentru a fi sigur cd, respectand regula indicata, la
sfarsitul zilei are culese cel putin 2010 prune ?

Solutie:
a) Notdm numarul de prune culese din pomul cu numarul n cu x, si, observand ca

(Xn )n>1 este o progresie aritmetica cu x; = 2 si ratiar = 3, deducem imediat cd x, =3n - 1

ATUNICT X 10 2D oottt e et e e e e e e e e et e eeeeee e et e aaaeeeee et aaaanaaaaeeeeraannnns

b) Obtinem imediat cd suma prunelor culese este S = 2+ 3121 —Dn = (3n ; L

(Bn+1Dn

Din conditia >2010 ajungem la n(3n+1)24020. ..oooveveercieeeiieeeiee e

Incercari imediate conduc la: 36-(3-36+1) =36-109 =3924 < 4020 si
37-(3-37+1)=37-112=4144 > 4020 si astfel deducem n >37,

adicad Nicu ar trebui sa aiba cel putin 37 de Pruni. ......coceevieeiieenieniiinieeeeeeeee e
Pe fiecare dintre laturile (AB), (BC) si (CA) ale unui triunghi ABC se considera cate trei
puncte, doua colorate cu rosu si unul cu albastru.
a) Calculati cate triunghiuri au varfurile printre cele noua considerate.
b) Determinati cite dintre acestea au varfurile colorate cu aceeasi culoare.

Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie:
a) deosebim doua cazuri:
(1) triunghiurile au cate un varf pe fiecare latura; cu principiul produsului avem ca 1n acest
caz sunt 3-3-3=27 de triuNGhIUIT) ....cc.eevriieeiiieeieeeeeeeee et e et e e e e eeeaeeeeens
(2) doua varfuri sunt pe o latura si al treilea varf este pe una din celelalte doua laturi; avem
in acest caz: 3-3-6=54 de triunGhiUIT .....ccoccveiiiiiiiiiiiiie e
In total avem 27 +54 =81 de trIUNGRIULL. .....cvovevieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e
b)
Daca luam doua varfuri rosii pe o latura, avem12 triunghiuri cu varfurile rosii ..........c.cce.......
Daca luam cate un varf rosu de pe fiecare latura, mai avem inca 8 triunghiuri ...........cccee......
La acestea se adauga si un triunghi cu varfurile albastre, asadar avem 21 de triunghiuri cu
varfurile de aCeasi CUIOATE. .........coieeiiiiiieeiiie ettt e e e e e e re e e e eraeeeesaaaaeeas
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a) Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatia z° —2cost-z+1=0,te [0,27).

b) Daci ze C™ astfel incit z +l =2 calculati z* +i4 si z° +i8 .
z z z
¢) Calculati z'* +% stiind ci z A V2.
z z
Solutie:
a) Obtine z, =cost+1i-SINt;Z, =COST—1-SINT......oiiiiiiiiiiiiiii 2p
1
D)ODHNE 22+ =0 1oiiiiiiiiiiiii i

)Obt 7 Ip

|
I Z T e Ip

z
Obtine z* +i8 D e, 2p
z
c) Obtine z'** + S e,

) Obt /1024 Ip
a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: %/ 2:3* =7+ %/ 3F-2= 3/ 2-3* -2+ %/ 3" -7
utilizand, eventual, formula (a+b)’ =a’+b’ +3ab(a+b).

b) Gasiti n si termenul care contine pe x ' din dezvoltarea (xz ——j ,ne N stiind ci suma

X
coeficientilor primilor trei termeni este 36.
Solutie:
a) Ridicand Tn ambii membri la puterea a treia obtinem :
3.3 =9+33(2-3' -3 -2 (2:3 =7 +3/3' —2)=
=3.3'2943Y(2:3 —2)3 =123 =243 =7) oo Ip
de unde obtinem : (3/2-3* =7 +3/3* - 2)(3/(2-3* —7(3 -2) =323 =2)(3" - 7) ) =0. ... Ip
Asadar analizam cazurile: %/2-3x -7 +%/3X 2=0=2-3-T7==<3-2 x=1.
sau (3/(2-3* —7)(3* -2)=3/(2-3' =2)(3" —7)) | =L 7, J Ip
b) Din relatia C, —C. +C> =36 obtinem n* —3n—=70=0=1n=10. .coceceeorrerrrrrrrerrrrrrerrrrn. 2p

10
. 1 - _
In dezvoltarea (xz ——J termenul cdutat este T, = —C/ ;X ™. oovoivoieiieieeeeeeee e, 2p
X
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Intr-un sistem de axe de coordonate se considera punctele A(3, 0), B(0, 2), M (3, -3) si
N(-2, 2).

a) Gasiti ecuatia dreptei MB.

b) Aratati ca AN, BM si perpendiculara din O pe AB sunt concurente.

Solutie.
a) Scrie ecuatia dreptei MB: D L Y Ip
Ye~Y¥m Xp Xy
Finalizare : MB i S5X +3Y =0 = 0. .oioooiiiieiiieiie ettt e et e e et e s e e enee e e 2p
b) Obtine ecuatia dreptei AN :2X +5Y—=60=10 ..ccoerriiiiriiiiiiiiieeeeeeee e Ip
. S . . 12 18
Obtine coordonatele punctului de intersectie dintre AN si MB: P(E,EJ e 1p
2
Deoarece m, = E;mAB Y deducem OP LAB & mg, m,; =—1............. 2p
Dintr-o urnd care contine mai mult de 10 bile ,colorate In verde sau rosu, un elev extrage
bile pand cind constatd ca ,pentru prima datd, numarul de bile verzi extrase este egal cu
numarul de bile rosii extrase. Elevul constata ca acest lucru este indeplinit dupa a zecea bila
extrasd si cd nu exista trei bile de aceeasi culoare extrase consecutiv.
Demonstrati ca :
a) Daca ultima bila extrasa este verde, atunci si penultima este tot verde, iar antipenultima
este rosie.
b) A cincea si a sasea bild extrase au culori diferite.
Solutie:
a) S-au extras 5 bile verzi si 5 bile rosii. B,,B,.B,;,B,,B;,B,.B,,B;,B,,B,
verde rosie verde verde
Daca ultima bila extrasa este verde a noua este tot verde ,deoarece in caz contrar extragerea
s-ar fi Oprit dUPA 8 DIIE EXIIASE ..cccuveieriiiiiiiiieiiie et e 2p
A opta bila extrasa este rosie, deoarece in caz contrar ,ultimele 3 bile ar avea aceeasi
culoare, Tn cONtradiCtie CU IPOLEZA ....ceevuveeriurieiiiiieeiieeeite ettt ettt et e et e st e st eesbeeesaaee e e 2p
A saptea bila extrasa este verde, pentru ca altfel extragerea s-ar fi oprit dupa doar 6 bile
EXETASE -nveuteeutenteete et et et etteete et e ea e e bt e bt eut e e h e et e e a bt e bt e bt e a b e eh e et e e et e eh e e bt et e eh b e nhe et eh b e ebeebeeanenbeenee Ip

b) Daca Bs si B sunt verzi s-ar obtine trei bile extrase consecutive, de aceeasi culoare.
Daca Bs si B¢ sunt rosii, atunci extragerea s-ar fi oprit dupa patru bile extrase, contradictie.
Asadar Bs si Bg au culori diferite. .........ccoeiiieiiiiiiiiiiiie e e 2p
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Fie M={A €M, (R)|det A € {-1,1}}.

a) Aratati ca M contine macar 2 elemente.
b) Justificati faptul ca in M exista cel putin 2010 elemente.
¢) Demonstrati cd, daca A,B&eM , atunci A-Be M.

Solutie:
a) cate 1 p pentru fiecare eXemplu dat .......ccccoeiiiiiiiiiiiiieeee e 2p
1 a

b) de exemplu s A E N e et e e et a—

P [o 1 3p
9)
- daca elevul alege 2 matrici concrete din multime si observa ca produsul lor face parte din
multime, primeste un punct
- daca alege 2 matrici oarecare din M si arata ca produsul este din M, atunci primeste 2 2
puncte

x*+2x +a,x € (—o0,1)
Fie f:R—R, f(x)={b,x=1 ,unde a,b,ceR
x*+cx,x € (1,0)

a) Aratati ca existd numere a, b, c astfel incat functia de mai sus sa fie continua.
b) Sa se determine toate valorile a, b, ¢ pentru care f este derivabild pe intreg domeniul de
definitie.
Solutie:
a) pentru calculul corect al limitei 1a StANZA .......oevvviiiiiiiiiiieieeeeeeeee e e Ip
pentru calculul corect al limitei la dreapta .........cccoceeiiieeiiieeniie e Ip
FINALIZATE ...t et e e et e e e e s srae e e ssanaeeesnnnneeeenes LD
b) pentru derivata 1a SLANZA ......ovvviiriiii ittt ettt sree e sreeesreeenseesnneeennees LD
pentru derivata la dreapta .........ooueiiiiiiiiii et siee e ssneeees LD
FINALIZATE ..o et tne e snneesseesnneees 2P

Se numeste cod de lungime 9 o matrice M de tip 3x3 care are drept elemente doar cifre
nenule astfel incat fiecare cifra apare o singura data.

a) Sa se arate ca existd macar 2 coduri M de lungime 9 pentru care detM = 0.

b) Determinati numarul total de coduri de lungime 9.

c¢) Exista coduri M de lungime 9 pentru care detM este nenul si multiplu de 3?
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Solutie:
a) pentru fiecare eXempPIU COTECE CALE .....cevuuieriuiieiriieeriiterieeertee ettt ettt e et ee et eesaaee e 2p
1 3 4
de exemplu (2 6 8
579
b) deduce ca numarul total este 9! (pentru Tncercari concrete si corecte de a deduce numarul
ODEINE 1) 1ovtiiiiietietiett ettt ettt ettt s b e e teete e st e st essesse b e beebeeseesseseessessessesesseeseeseenneneas 2p
¢) da un exemplu corect si calculeaza determinantul.............ccccccveeriiieeniiieeniieeenieeeeeeeee e 3p
31 8
5 6 2
4 7 9

Un drum este realizat de 2 constructori numiti A si B . Constructorul A realizeaza portiunea
de drum numita f, iar B realizeazd portiunea de drum numitd g. Se stie ca

f:00,2r] —[-11] si g:[27,10] > R, f(x)=sinx si g(x)=ax+b, a,beR.

a) Un autovehicul se deplaseazd din punctul M(0, 0) catre punctul N(2w,0 ), pe drumul
construit de A. Stiind ca autovehiculul se deplaseaza cu viteza constantd, sa se identifice
punctul in care asupra autovehiculului nu actioneaza forta centrifugad (forta care “impinge”
autovehiculul in exteriorul curbei). Argumentati.

b) Sa se determine a si b astfel incat cei 2 constructori sa poatda “lipi” cele doud drumuri
astfel incat o magina sa poata parcurge intregul drum astfel format.

Solutie:

a) pentru explicatii corecte facute pe graficul functiei si pentru determinare empirica
primeste 2p;

Daca isi da seama ca punctual cautat este singurul punct de inflexiune si 1l deduce primeste
b)

CONUIMUITALE ...ttt et b e et a e sae e st b e eanesbeeaeeaneas 2p
ETTVADIIITALE ... ceeiiieiiiiiiieetcee ettt ettt et st et 2p
Daca reuseste sa explice empiric cum se pot lipi drumurile, primeste 2 puncte din cele 4 ale
subpunctului b.

Observatie La problema 4, trebuie respectat simtul practic al elevului si eventualele

“povesti” corecte vor fi punctate dupa cum s-a specificat mai sus.
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x 0 x
Fie G={M €M, (R)/M=|0 0 O|,xcR;.
x 0 x

a) Sa se arate cd VM,,M, € G, rezulti ca M;*M, €G.

b) Sa se determine o matrice F€ G cu proprietatea ca MeF=FM=F, VM €G.
¢) Sa se determine o matrice E € G astfel incait MeE=E-M =M ,VYM € G

Solutie:
a) demonstreaza cerinta n cazul general ...........ccooceiiiiiiiiiiiiiie e 3p
- daca alege 2 matrici din M si face inmultirea corecta observand apartenenta
la G, primeste 1p
b) observa ca F se obtine pentru X=0 ..........ccceeiiiiriiiiiniiiiiieeieeeeeeee e e e et 2p
¢) determina E ca fiind M pentru x=1/2 si face verificarile...........ccocceervieiiniiiiniiiiniieiieene, 3p

Jx,x €[0,1]

Fie f:lo’il_)R’f(X): 4
3 x2—2x—|—2,xe[1,§1

a) Aratati ca f e continua pe

0.4
3

b) Calculati o primitiva pentru functia f.
c¢) Sa se calculeze volumul “clopotului” format prin rotirea graficului functiei f n jurul lui
Ox.

Solutie:

a) calculeaza limitele 1aterale S1 F(1)....uuuuurriiiiiiiiiiiiieieieee e e e e e Ip
observa ca cele 3 valori SUNE €ZALE ........coiiiiiiiiiiiiiieeie e 1
RN . AN . P
justifica faptul ca f e continua pe intreg intervalul ............ccoevviiiiiiiiiiniieeeceeee e, Ip

b) calculeaza primitiva Primel TAMULT .......ovuueenttenniiiieenieeerreeeieee et eesiteesbeeesbeeesabeessareeens Ip

calculeaza primitiva ramurii @ dOUA...........iviuiiiiiiiieiiieerieeerieeesreeereeeeereeeaeeesaeeeseneees Ip
“leagd” constantele intre ele (finalizare) ..............coiiiiiiiiiiiinieee e Ip

¢) aplica formula pe ramuri si aduna cele doud volume.............ccovviiiiiiiiiiiiie e,
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Fie polinomul P = X" +aX’ +1¢€ R[X] .
a) Sa se arate ca pentru a = -4, polinomul de mai sus are toate raddcinile reale.
b) Sa se descompuna P in factori ireductibili (inR[X]) pentru a=1.

Solutie:

a) observi ci avem o ecuatie bipitrati si face notatia ¥ = X" ........ccceerererrrereeeereeeereeennans
Calculeaza Yy, ¥, . ooviei
extrage radicalii §1 finaliZeaza............c.ooiriiiiiii i e

b) realizeazd descompunerea (x2 +x+ 1) : (x2 —Xx+ 1) .............................................

JUStIfiCa Ir@AUCHDIILALEA .....eeevieeeiiieeiiee ettt e e ste e e b e e eabeeenaeeenaneeas

Fie f:[0,7] —[0,1], f(x)=sinx.
a) Sa se demonstreze ca f este concava.

b) Si se demonstreze ci lungimea graficului lui f este mai mare decat '« +4 .

Solutie:

a) calculeaza derivata dOUA ...........oovviviiieeieiiee et e e e et e e e e e e e eeaaraereeeeeeeens
observa cd e derivata a doua eSte NEZALIVA .......ueeuueiiititeit e eeeieee e aeennn

Daca justifica concavitatea grafic primeste 2p (pe un grafic desenat corect)

b) alege “varful” graficului si observa pe desen (sau folosind concavitatea) ca o coarda e sub
BEAETC oo e
aplicd teorema Pitagora §i obtine COnCluzia .............ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiies



