Clasa XI - M2 — prof. Cornelia Mestecan
Fisa de lucru - Matrice

Definitii
Definitie 1.
Fie multimea 1, ={(i, j)/1<i<m;1< j<n}. O functie A:1,, —»K ( K fiind unadin

multimile Q,R,C) se numeste matrice de tipul (m,n). Valorile A(i, j) se noteaza 8;

si se numesc elementele matricei. Numarul i se numeste indice de linie, iar j se
numeste indice de coloana.
Matricea A se scrie sub forma

&y, 8y . &,

A= Ay 8yp e Ay
- o , adica un tablou cu m linii si n coloane.

a, d., ... dg.

Notatie prescurtat A= (aij 1<i<m
I<Kj<n

Notam cu M mn ( K) = multimea matricelor de tipul (m,n) cu elemente in K si cu
M, (K) = multimea matricelor padtratice de ordinul n cu elemente in K.
Observatii:

-0 matrice cu o singura linie se numeste matrice linie, ex: A= (1 —4 0)
-matrice de tipul (1,3)

. : y y . y A
-0 matrice cu o singura coloana se numeste matrice coloana, ex: -3

-matrice de tipul(4,1)

-matricea cu toate elementele zero se numeste matrice nuld si se noteaza cu
Omn (Onn = On )
0 0

0 0 . < . . <
Ex: O, :(0 Oj - matricea nula de ordinul 2 sau O,, =| 0 0 |-matricea nula de
0 0

tipul (3,2)

-matricea in care pe diagonala principald este 1 ( a;, =1i=1,2,3,..,n) siin rest
este 0, se numeste matricea unitate de ordinul n si se noteaza cu |, .
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1 00
Ex: 1=/ 0 1 0|_matricea unitate de ordinul 3.
0 0 1
Definitie 2.
ail a21 a‘ml
Fi B : ta _ Ay 8y e Ay
l1e A_(aij)&gmean(K).Matrlcea A=| . e M, (K), se numeste
1<j<n .
ain a2n amn

transpusa matricei A. ( Se observa ca transpusa se obtine prin schimbarea liniilor in
coloane sau a coloanelor in linii).

2 0 -7 2 1

A= - : - y tA=| 0 -3
Ex: ( 1 -3 1 j atunci matricea transpusa este :

7 1

Definitie 3.
Doua matrice sunt egale daca sunt de acelasi tip si au toate elementele
respectiv egale.

Definitie 4.
a; &, . &
a21 a22 a2
Fie matricea A= "le an(K),numim opusa matricei A,
a‘ml am2 a‘mn
matricea
-4, —a, —a,
A= Ay Ay Ay
_aml _am2 _amn
Exercitii:
1 2 5 0 0
.. ) 0 1
1. Scrieti transpusele matricelor: A= 9 3 B=|-9 0/|,C=|-6 -1 0|.
4 -5 3 -4 0
2. Determinati numerele reale x, y, z pentru care matricele urmatoare sunt
egale:

2 X+3 2 0
A= , B= .
-y+2 3z 6 9
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Operatii cu matrice
Adunarea a doua matrice. Inmul{irea unei matrice cu un scalar
Definitie

Fie matricele A= (au )Ll<m eM mn (K) si B= ( j )1§i£m eM,,.(K).

1<j<n 1I<j<n
K:Z,Q,R,C
Suma lor este matricea A+ B =(a; +b )1<,<m eM_ (K),
j<
Produsul dintre scalarul k e K si matricea A este matricea kA= (kaij )lsigm eM,_ (K).
1<j<n

Diferenta matricelor A si B este A-B=A+(-B).
Exercitii:

2 -2 0 0 3 -2
1. Se considera matricele A=|1 1 -1|siB=| 0 -2 1 |.Determinati matricele:

3 0 -4 3 4 1

2A; A+B;2A+3B; A—B;2A-3B;-5B; B+ A;A+0O,;(A+B)-2A.

2 —2 0 0 3 —2
3 —4

3
2+0 —2+3 0+ (-2) 2
1+0 1+(-2) -1+1 0)
3+ (—3) 0+4 —4+1 3
2 0 3 =2
2A—3B=2A4+(-3)B=2 1 )+( 3)( -2 1>
3 0 —4 -3 4 1

4 -4 0 0 -9 6 4 —-13 6
=12 2 =-2]+{0 6 =3|=|2 8 -5
6 0 -8 9 -—-12 -3 15 -12 -11

2.A,B € My3(Z) = A+ B € My5(2)
A=(3 6 8)B=(—2 -3 0)

2 =5 9 1 4 —4
2(A+B) =2
S N R
aem=a(l % Y- 5
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a-p=a+0B=( 5 +n(7 7 °)

=(§ —65 g)+(—21 —34 ?L):(i —99 183)

Inmultirea a doua matrice

Definitie
Fie matricele A=(ay )Eiémn eM,, (K) si B=(b )Eﬁi?) eM,,(K), adica
&, &, b, b, .. by,

a=| 2 B2 o si B= bfl Pz e By . Produsul lor notat cu AB este matricea
Ay Ay, a, b, b, . by

C, = ailbll + a12b21 +ot ainbnl
Cp = a11b12 + a12b22 +..+ a1nan
C =(Cy Jzizm € M, (K) unde :
“1sksp P Cp = a’llblp + a’leZp +..+ a1nbnp

Gy = a21b11 + a22b21 +ot aannl

Observatie: pentru a se putea inmulti doua matrice, trebuie ca numarul de coloane

produs are numarul de linii egal cu numarul de linii al primei matrice si numarul de
coloane egal cu numarul de coloane al celei de-a doua matrice.

1 2
Ex: A:{ 11 (1) _23j matrice de tipul (2,3), B=| -3 1 | matrice de tipul (3,2)
0 -1

Matricea produs C =AB vafide tipul (2,2), C= (zﬂ ?Zj
21 22

¢y =1-1+0-(-3)+(-3)-0=1+0+0=1 am inmultit elementele de pe prima linie din A cu

elementele de pe prima coloana din B astfel: primul ori primul + al doilea ori al
doilea + al treilea ori al treilea,
C, =1-2+0-1+(-3):(-1)=2+0+3=5

C, =(-1)-1+1:(-3)+2-0=-1-3+0=—4
C, =(-1)-2+1-1+2:(-1)=-2+1-2=-3

Deci Cz(l 5)
-4 -3

SAU pentru o scriere mai usoara, lucram direct in matricea rezultat
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Cum Inmultim:

-pentru elementul de pe pozitia 1-1: inmultim linia 1 din prima matrice cu coloana
1 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea+al

treilea ori al treilea

-pentru elementul de pe pozitia 1-2: inmultim linia 1 din prima matrice cu coloana
2 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea+al

treilea ori al treilea

-pentru elementul de pe pozitia 2-1: inmultim linia 2 din prima matrice cu coloana
1 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea+al

treilea ori al treilea

-pentru elementul de pe pozitia 2-2: inmultim linia 2 din prima matrice cu coloana
2 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea+al

treilea ori al treilea

AB:(l 0 —é]jé i :FJAO(—$+CB)O 12+01+03)¢4q
1

-1 1 2 (-1)-1+1-(-3)+2-0 (-1)-2+1-1+2-(-1)
B 1+0+0 2+0+3 B 1 5
|\ -1-3+0 —2+1-2) |-4 -3

In cazul nostru se poate calcula si BA pentru ci este indepliniti conditia: B de tipul
(3,2) siA de tipul (2,3), rezulta D=BA de tipul (3,3)

Pentru o scriere mai usoara, lucram direct in matricea rezultat

Cum Inmultim:

-pentru elementul de pe pozitia 1-1: inmultim linia 1 din prima matrice cu coloana
1 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea
-pentru elementul de pe pozitia 1-2: inmul{im linia 1 din prima matrice cu coloana
2 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea
-pentru elementul de pe pozifia 1-3: inmul{im linia 1 din prima matrice cu coloana
3 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea

-pentru elementul de pe pozitia 2-1: inmul{im linia 2 din prima matrice cu coloana
1 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea
-pentru elementul de pe pozitia 2-2: inmultim linia 2 din prima matrice cu coloana
2 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea
-pentru elementul de pe pozitia 2-3: inmul{im linia 2 din prima matrice cu coloana
3 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea
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12 11+2:(-1)  1.0+21  1.(-3)+2
BA=| -3 1 (1 ° ‘3j= (-3)-1+1-(-1) (-3)-0+11 (3)( )+12
o )\t 2 00e(<1)(<1) 0.0+(<1)1 0-(=3)+(~1)-2

1-2 0+2 -3+4 -1 2 1
=-3-1 0+1 9+2 |=|-4 1 11
0+1 0-1 0-2 1 -1 -2

Observatie: in general AB = BA , adica inmult{irea matricelor nu este
comutativa!!!

Exercitii:

. ) 1 0 -3 2 0 1 1 3
1. Fie matricele: A= , B= ,C= ;D= .
-2 -1 1 1 2 -3 -2 0

Se cere:
a) determinati matricele AB; BA; AB + BA,

b) TEMA: determinati matricele AC,CA AC -CA si CD, DA, CD + DA folosind
modelul de la a)
¢) determinati matricele A*;D° unde A"=A-A-...-A

n

d) TEMA: determinti matricele B*,C® folosind modelul de la c)

Rezolvare:

a) Avem de inmultit doua matrice patratice de ordinul 2, rezultatul va fi tot o
matrice patratica de ordinul 2

Cum facem inmulirile:

-pentru elementul de pe pozifia 1-1: inmul{im linia 1 din prima matrice cu coloana

1 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea

-pentru elementul de pe pozitia 1-2: inmultim linia 1 din prima matrice cu coloana

2 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea

-pentru elementul de pe pozitia 2-1: inmultim linia 2 din prima matrice cu coloana

1 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea

-pentru elementul de pe pozifia 2-2: inmul{im linia 2 din prima matrice cu coloana

2 din a doua matrice: primul element ori primul+al doilea element ori al doilea
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. 1-(-3)+0-1 1-2+0-1
=1 )G D= b ot
=(—3+o 2+0):(—3 2)

6—-1 —-4-1 5 =5

-3 2\(1 0 (=3):1+2-(=2) (=3)-0+2-(-1)
BA_(1 1)(—2 —1)_< 1-141-(-2) 1-04+1-(-1) )
_ (—3—4 0—2):(—7 —2)
1-2 0-1 -1 -1
Pentru a aduna matricele ob{inute procedam astfel: se aduna elementele de pe
fiecare pozitie:

a+pa=(7 S)+ (7] :§)2(33++((—_17)) —25++((_—23)>:(_10 o)

S-a tinut cont de regula de adunare (insumare) a numerelor:

-daca insumam doua numere cu acelasi semn, facem adunarea numerelor si dam
semnul lor comun

-daca insumam doua numere ce semn opus, facem scaderea numarului mai mic din
cel mai mare (In valoare absoluta, adica fara semn) si dam semnul celui mai mare

c)Avem de calculat puteri
1 0 ) . 1 3
Az[ j simca A"=A-A-...-A, D:£ j
\—/_/

-2 1 v -2 0
Deci
2 1 1
4 :A'Az(—z —01)'(—2 —01)=
1-1+0-(-2) 1-0+0-(-1) (140 04+0\y_/1 0
((—2)-1+(—1)-(—2) (—2)-0+(—1)-(—1))_(—2+2 0+1)_(o 1)

D*=D-D-D=D*-D
Deci calculdm mai intai pe D? si apoi pe D3
2 _ (1 3 1 3 _ 1-14+3-(-2) 1-34+3-0
b _D'D_(—z 0)'(—2 0)_<(—2)-1+0-(—2) (—2)-3+o-0)
=(1+(—6) 34+0 >=(_5 3)

240 (-6)+0 -2 —6
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3 5 -5 3 1 3
D= =D 'Dz(_z —6)'(—2 0)

_( (=5)-1+3-(=2) (—5)-3+3-0)
S \(-2)-1+(-6)-(-2) (-2):3+(-6)-0
_((=5)+(-6) (-15)+0) _ /—11 -15
_( 2412 (—6)+O>_(10 —6)

2. Sase calculeze f{A), stiind ca :

2 1 10
a) f(A)=A"-3A+51,, A= , 1=
) 1=r-anrst, a5 oL[g )

Cum procedam: se calculeazd mai intdi A% apoi se inlocuieste in f(A4) si se fac
calculele, tanandu-se cont de faptul ca avem si inmultirea unei matrice cu un
numar, care se face pe fiecare pozitie

A2=A-A=(_23 (1))(_23 é)=<(—23.)2-;i.0(-_(3—)3) (—23.)1'1Li.()()'0>:
(4—+6(+_c3>) (—23;20>:(—16 )
_ a2 _ (Y 2)-3(% 1 -
f(A) =4 3A+512—(_6 _3) 3(—3 0)+5(0 1)
=(—16 _23)_(—69 ?))-I_((S) g)
[ 1-645  2-3+0\_/0 -1
_(_6_(_9)+0 —3—0+5>_(3 2)

o 0 -1 1 0
b) TEMA: f(A)=2A*-1,, Az[l 2}, IZ:(0 1] folosind modelul de la a)
0 1 1 1 00
c) TEMA: f(A)=A*+2A-6l,, A=|-1 2 1 {,1,=|0 1 0| folosind modelul dela a)
-3 0 -2 0 0 1

2 -2 11
3. Fie matricele A= si B=
-2 2 11

Indicatie: se calculeaza separat AB, BA si apoi se compara rezultatele. Se calculeaza
apoi A% si 4A care se compara.

J .Sa se arate ca AB=BA si A’ =4A.

1 3 3 4
4. Se dau matricele A=[0 J si X :[a b].Aﬂayi a si b astfel incat AX = XA.

Indicatie: se calculeaza separat AX, XA si apoi se egaleaza rezultatele. Stim ca doua
matrice sunt egale daca este egalitate pe pozitii, deci se egaleaza pe pozitii si se
determinad a si b.



