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Noţiuni teoretice_recapitulare_Matrice 

1.Fie mulţimea ( ) , /1 ;1mnI i j i m j n=     . O funcţie : mnA I K→  ( K  fiind una din mulţimile 

, , ) se numeşte matrice de tipul (m,n). Valorile ( , )A i j  se noteaza  ija  şi se numesc 

elementele matricei. Numa rul i se numeşte indice de linie, iar j se numeşte indice de coloana . 

Matricea A se scrie sub forma 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 


,  adica  un tablou cu m linii şi n coloane.  

Notaţie prescurtata  ( )1
1
i mij
j n

A a  
 

=  

Nota m cu ( )mnM K = mulţimea matricelor de tipul (m,n) cu elemente în K şi cu ( )nM K = mulţimea 

matricelor pătratice de ordinul n cu elemente în K. 

2. Matricea pa tratica , î n care pe diagonala principala  este 1 ( 1, 1,2,3,...,iia i n= = ) şi î n rest este 0, 

se numeşte matricea unitate de ordinul n şi se noteaza  cu nI . 

3. Fie ( )1
1
i mij
j n

A a  
 

= ( )mnM K . Matricea  

11 21 1

12 22 2

1 2

m

mt

n n mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 









( )nmM K , se numeşte transpusa 

matricei A. ( Se observa  ca  transpusa se obţine prin schimbarea liniilor î n coloane sau a coloanelor 

î n linii). 

4. Fie matricea 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 


( )mnM K , numim opusa matricei A,  

matricea   

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

− − − 
 
− − − − =

 
 
− − − 


. 
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Noţiuni teoretice _recapitulare_Determinanţi 

-Daca  
11 12

21 22

a a
A

a a

 
=  
 

 atunci sistemul ordonat de numere   11 22;a a formeaza  diagonala 

principala , iar sistemul ordonat de numere  12 21;a a  formeaza  diagonala secundara . 

-Daca  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
 

=  
 
 

 atunci sistemul ordonat de numere  11 22 33; ;a a a  formeaza  diagonala 

principala , iar sistemul ordonat de numere  13 22 31; ;a a a  formeaza  diagonala secundara . 

1. Daca  11 12

21 22

a a
A

a a

 
=  
 

  atunci  numa rul 11 12

11 22 12 21

21 22

det
a a

A a a a a
a a

= = −  se numeşte 

derminantul de ordinul 2 

(adica   Regula: determinantul de ordinul 2 este = produsul elementelor de pe diagonala principala  

−   produsul elementelor de pe diagonala secundara  ) 

Determinantul de ordinul 3 se calculeaza  prin 2 metode: 

I. regula lui Sarrus 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

det

a a a

A a a a

a a a

= =   |

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

|        

      
𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23
 

= (𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎21𝑎32𝑎13 + 𝑎31𝑎12𝑎23) − (𝑎13𝑎22𝑎31 + 𝑎23𝑎32𝑎11 + 𝑎33𝑎12𝑎21) 

Regula lui Sarrus:  

-imediat sub determinant, se copiază linia 1 şi linia 2 (fa ra  a prelungi determinantul) 

-determinantul de ordinul 3 = suma produselor elementelor de pe diagonalele principale −  

suma produselor elementelor de pe diagonalele secundare 

II. regula triunghiului 

-determinantul de ordinul 3 = (suma dintre produsul elementelor de pe diagonala principala  şi 

produsele elementelor de pe triunghiurile cu laturi paralele cu diagonala principala ) −  (suma 

dintre produsul elementelor de pe diagonala secundara  şi produsele elementelor de pe 

triunghiurile cu laturi paralele cu diagonala secundara ) 
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

det

a a a

A a a a

a a a

=  

= (𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎21𝑎32𝑎13 + 𝑎31𝑎12𝑎23) − (𝑎13𝑎22𝑎31 + 𝑎23𝑎32𝑎11 + 𝑎33𝑎12𝑎21) 

Noţiuni teoretice _recapitulare_Matrice inversabilă 

 Fie ( )nA M  . Matricea A se numeşte matrice inversabilă dacă există ( )nB M  , astfel 

încât nA B B A I =  = . Matricea B se numeşte inversa matricei A şi se notează 1A− . 

 O matrice ( )nA M   este inversabilă dacă şi numai dacă ( )det 0A   

 Calculul matricei inverse:   

➢ Se calculează det (A). Dacă ( )det 0A   atunci A este inversabilă şi mergem în etapa 

următoare. Dacă ( )det 0A =  atunci A nu este inversabilă şi ne oprim. 

➢ Se determină matricea transpusă tA . 

➢ Se determină matricea adjunctă *A  ale cărei elemente sunt complemenţii algebrici 

al elementelor matricei transpuse tA . Complementul algebric al elementului 
ija  este 

( )1
i j

ij ijA d
+

= −  , unde ijd  este determinantul care se obţine din ( )det tA  prin 

eliminarea liniei i şi coloanei j şi se numeşte minorul elementului 
ija . 

➢ Se calculeză matricea inversă cu formula 
( )

1 *1

det
A A

A

− =   

 Dacă A şi B sunt inversabile atunci au loc realaţiile: a) ( )
1

1A A
−

− = ; b) ( )
1 1 1A B B A
− − − =  . 

Ecuaţii matriceale 

Daca  ( ), nA B M    (mulţimea matricelor pa tratice cu n linii şi n coloane) şi A  este inversabila , 

atunci: 

1. Soluţia ecuaţiei A X B =  este 
1X A B−=    

2. Soluţia ecuaţiei X A B =  este 
1X B A−=   
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Noţiuni teoretice _recapitulare_Sisteme de ecuaţii 

Sisteme de ecuaţii liniare. Forma matriceală 

Definiţii: 

-Un sistem de ecuaţii liniare este un sistem î n care fiecare ecuaţie are gradul I î n raport cu fiecare 

necunoscuta  

-Forma unui sistem de ecuaţii liniare este: 

( )

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...
1

...

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =


     Forma matriceală este AX B=  , unde: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 


 este Matricea coeficienţilor sistemului 

1

2

m

b

b
B

b

 
 
 =
 
 
 


este  Matricea termenilor liberi   iar  

1

2

n

x

x
X

x

 
 
 =
 
 
 


   este Matricea necunoscutelor  

Daca  toţi termenii liberi sunt nuli, sistemul (1) se numeşte sistem omogen. 

I n funcţie de existenţa soluţiilor sistemele sunt: 

1. Sisteme compatibile determinate = sisteme care au soluţie unica         (1 soluţie) 

2. Sisteme compatibile nedeterminate = sisteme care au mai multe soluţii 
3. Sisteme incompatibile = sisteme care nu au soluţii 

Orice sistem omogen de ecuaţii liniare este compatibil. O soluţie a acestuia este ( )0,0,0, ,0  

numita  soluţia banală. 

Rangul unei matrice 

Fie ( )1
1
i mij
j n

A a  
 

=  o matrice cu m linii şi n coloane şi r un numa r natural a. î .  ( )1 min ,r m n   

Determinantul format din r linii şi r coloane alese din matricea A  , se numeşte minor de ordinul r   
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Def. Matricea nenula  ( ),m nA M   are rangul r , daca  matricea are un minor nenul de ordinul r şi 

toţi minorii de rang superior (daca  exista ) sunt nuli. Scriem r rangA= . 

Teoremă. Fie ( ), ,,m n m nA M A O   o matrice şi *r . Rangul matricei A este egal cu r daca  şi 

numai daca  exista  un minor de ordinul r al matricei A , nenul, iar toţi minorii de rang r + 1 (atunci 
ca nd exista ) sa  fie nuli. 

Matricea extinsă este  

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...

...

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b
A

a a a b

 
 
 =
 
 
 


  

Teorema lui Kronecker – Capelli : Un sistem de ecuaţii liniare este compatibil daca  şi numai daca  

rangul matricei A  este egal cu rangul matricei extinse A  . 

Metode de rezolvare a sistemelor de ecuaţii liniare 

Rezolvare matriceală a sistemelor 

Un sistem de forma  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =


   se scrie sub forma  matriceala  AX B= . 

Daca  matricea A este inversabila , atunci 1X A B−=   

Exemplu de exerciţiu rezolvat prin metoda matriceală: 

Sa  se scrie î n forma  matriceala  şi sa  se rezolve sistemul: 

2 3

6

x y

x y

− =

− + =

  

2 1

1 1
A

− 
=  

− 
      

3

6
B

 
=  
 

         
x

X
y

 
=  
 

  rezulta  A X B =   

Studiem daca  A este inversabila : 

( ) ( )
2 1

det 2 1 1 1 2 1 1 0
1 1

A
−

= =  − −  − = − = 
−

  rezulta  ca  matricea A este inversabila  

Calcula m matricea inversa : 
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2 1

1 1

tA
− 

=  
− 

              
11 12

21 22

A A
A

A A

  
=  
 

  

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1

11

1 2

12

2 1

21

2 2

22

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 2 2

A

A

A

A

+

+

+

+

= −  =

= −  − =

= −  − =

= −  =

     

1 1

1 2
A

 
=  
 

 

1 1

det
A A

A

− =       
1

1 1 1 11

1 2 1 21
A−    

=  =   
   

 

( )


( )

1

2 ,1(2, 2 ) 2,1

1 1 3 1 3 1 6 9

1 2 6 1 3 2 6 15

X A B

X

−= 

 +        
=  = =       

 +        
 

Rezolvarea sistemelor de ecuaţii liniare prin metoda lui CRAMER 

- un sistem de ecuaţii liniare de tip CRAMER este un sistem î n care numa rul de ecuaţii este egal cu 

numa rul de necunoscute şi determinantul matricei sistemului este nenul (adică diferit de 0 ) 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =


     Matricea sistemului este 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 


 

Daca  det 0d A=   se calculeaza  determinanţii asociaţi necunoscutelor, adica  pentru 1x   

calcula m determinantul  
1x
d  , pentru 2x   calcula m determinantul  

2x
d  şi aşa mai departe. 

ix
d  este determinantul lui A în care se înlocuieşte coloana coeficienţilor lui ix   cu coloana 

termenilor liberi. 

Apoi se calculeaza  : 
1 2

1 2; ;...;
d d d

nxx x

n

dd d
x x x= = =   

Exemplu de exerciţiu rezolvat prin metoda lui Cramer: 
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Sa  se rezolve sistemul: 

4

2 2 7

2 3

x y z

x y z

x y z

+ + =


+ + =
 − + =

  

Matricea sistemului este: 

1 1 1

1 2 2

2 1 1

A

 
 

=  
 − 

 . Calcula m 

 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

1 1 1

det 1 2 2 1 2 1 1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 1 1 1 1 1

2 1 1

det 2 1 4 4 2 1

5 3 2 0

d A

d A

= = =   +  −  +   −   +  −  +  

−

= = − + − − +

= − = 

  

Concluzie: sistemul este de tip Cramer 

Calcula m 
( )( ) ( )( )

( ) ( )

4 1 1

7 2 2 4 2 1 7 1 1 3 1 2 1 2 3 2 1 4 1 1 7

3 1 1

8 7 6 6 8 7 7 5 2

xd = =   +  −  +   −   +  −  +  

−

= − + − − + = − =

 

( ) ( )

( ) ( )

1 4 1

1 7 2 1 7 1 1 3 1 2 4 2 1 7 2 2 3 1 1 4 1

2 3 1

7 3 16 14 6 4 26 24 2

yd = =   +   +   −   +   +  

= + + − + + = − =

  

( )( ) ( )( )

( ) ( )

1 1 4

1 2 7 1 2 3 1 1 4 2 1 7 4 2 2 7 1 1 3 1 1

2 1 3

6 4 14 16 7 3 16 12 4

zd = =   +  −  +   −   +  −  +  

−

= − + − − + = − =

 

Atunci soluţia sistemului este:  

 
2 2 4
1, 1, 2

d 2 d 2 d 2

yx z
dd d

x y z= = = = = = = = =  
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Rezolvarea sistemelor de ecuaţii liniare prin metoda lui Gauss 

Metoda lui Gauss da  posibilitatea rezolva rii unui sistem compatibil determinat dar şi a celui 
compatibil nedeterminat. 

✓ Doua  sisteme de ecuaţii de ecuaţii sunt echivalente daca  au aceeaşi mulţime a soluţiilor. 

✓ Daca  î ntr-un sistem de ecuaţii liniare se permuta  doua  ecuaţii î ntre ele, sistemul obţinut 

este echivalent cu cel iniţial. Aceasta  transformare a sistemului se numeşte transformare de 

tipul I. 

✓ Daca  î ntr-un sistem de ecuaţii liniare se aduna  membru cu membru o ecuaţie cu alta  

ecuaţie î nmulţita  eventual cu un numa r nenul, noul sistem este echivalent cu cel iniţial. 

Aceasta  transformare a sistemului se numeşte transformare de tipul II. 

✓ Metoda lui Gauss consta  î n aplicarea asupra sistemului iniţial, a unui şir de transforma ri de 

tipul I sau II, astfel î nca t dupa  un numa r de paşi elimina nd ca te o necunoascuta  sistemul sa  

fie adus la o forma  triunghiulara  sau trapezoidala .   

✓ Sistemul de ecuaţii iniţial este incompatibil daca  î n sistemul obţinut sunt ecuaţii de forma 

0 kc=  

Exemplu de exerciţiu rezolvat prin metoda lui Gauss 

1. 

3

2 2

2 4

x y z

x y z

x y z

+ + =


+ − =
 + + =

  reducem pe x apoi pe  y 

( ) ( )3 1 2 3 3

2 2 2 1 1 2 1

3 3 12 4 2

x y z x y z x y z

x y z y z y z

y yx y z y z

 + + =  −  −  + + = + + =  
+ − =  − = −   − = −  

  − = − → =+ + = − − = − 



 

 

I nlocuim pe 1y =  î n a doua ecuaţie şi rezulta  ca  1z =  şi apoi din prima ecuaţie 

1 1 3 1x x+ + =  = . 

 

Noţiuni teoretice _recapitulare _Aplicaţii ale determinanţilor în geometria analitică plană 

-ecuaţia generală este  d: ax + by + c = 0, a,b,cR, 0a sau 0b care poate fi scrisă şi 
nmxyd +=: ,  unde m este panta dreptei . 

-ecuaţia dreptei determinată de punctele ( ) ( ); , ;A A B BA x y B x y  poate fi scrisă cu determinat: 

1

: 1 0

1

A A

B B

x y

AB x y

x y

=  
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-distanţa de la un punct ( )0 0 0,M x y  la dreapta d: ax + by + c = 0,  este ( ) 0 0

0
2 2

,
ax by c

d M d
a b

+ +
=

+
 

-condiţia ca trei puncte ( ) ( ) ( )CCBBAA yxCyxByxA ;,;,;  să fie coliniare este:       

1

1 0

1

A A

B B

C C

x y

x y

x y

 = =       (adică  C AB  ) 

- aria triunghiului ABC, unde ( ) ( ) ( )CCBBAA yxCyxByxA ;,;,; , este   

( )

1

2
ABC

A =       unde     

1

1 0

1

A A

B B

C C

x y

x y

x y

 =  . 

Noţiuni teoretice _recapitulare _Aplicaţii ale determinanţilor în geometria analitică în 

spaţiu 

-ecuaţia generală a planului este  : 0ax by cz d + + + =  

-ecuaţia planului determinat de punctele necoliniare ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , , , , ,A x y z B x y z C x y z  

poate fi scrisă cu determinat: 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1

1
: 0

1

1

x y z

x y z

x y z

x y z

 =  

- patru puncte ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4, , , , , , , , , , ,A x y z B x y z C x y z D x y z  sunt coplanare dacă şi 

numai dacă 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

1

1
0

1

1

x y z

x y z

x y z

x y z

 = =  

-distanţa de la un punct ( )0 0 0 0, ,M x y z  la planul : 0ax by cz d + + + =  este 

( ) 0 0 0

0
2 2 2

,
ax by cz d

d M
a b c


+ + +

=
+ +

 

-volumul tetraedrului ABCD este 
1

6
ABCDV =  , unde 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

1

1
0

1

1

x y z

x y z

x y z

x y z

 =   

 
 


