FISA _RECAPITULARE NOTIUNI TEORETICE

Clasa a XI-a _Algebra Prof. Mestecan Cornelia
Matematica (M_tehnologic, M_mate-info, M_st nat, M_pedagogic)

Notiuni teoretice_recapitulare_Matrice

1.Fie multimea 7, = {(i,j)/l <i<myl<j< n} .0 functie 4:1,, — K ( K fiind una din multimile

Q,R,C) se numeste matrice de tipul (m,n). Valorile A(i,j) se noteazd 4;; si se numesc
$ p ij $

elementele matricei. Numarul i se numeste indice de linie, iar j se numeste indice de coloana.

Matricea A se scrie sub forma

a4y ay,
Gy Gy e Oy, . N

A=| , adica un tablou cu m linii si n coloane.
aml am2 amn

Notatie prescurtati 4 = (a[j )léiém

1<j<n

Notdm cu M (K) = multimea matricelor de tipul (m,n) cu elemente in K sicu M, (K) = multimea

mn

matricelor pdtratice de ordinul n cu elemente in K.

2. Matricea patraticd, in care pe diagonala principala este 1 ( g, =1,i=1,2,3,...,n) siin rest este 0,

se numeste matricea unitate de ordinul n si se noteaza cu /,.

all a21 ml
. . a a ..o a
3.Fie 4= (aij <iem €M, (K).Matricea ‘4= 2 72 m2 1eM, (K), se numeste transpusa
1<j<n :
aln a2n e amn

matricei A. ( Se observa ca transpusa se obfine prin schimbarea liniilor in coloane sau a coloanelor
in linii).

a4y a,,
, , A= ay Ay A, . .
4. Fie matricea 4= e M, (K), numim opusa matricei 4,
aml amZ amn
-a, -a, .. —a,
—a —a .. —a
. 21 22 2
matricea —A4= !
_aml _am2 _amn
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Notiuni teoretice _recapitulare_Determinanti

‘le 6112

-Daca 4= (

j atunci sistemul ordonat de numere {all;azz} formeaza diagonala
a,, a
21 22

principalg, iar sistemul ordonat de numere {an;azl} formeaza diagonala secundara.

a a a

11 12 13

-Dacd A4=|a, 4, a,; | atuncisistemul ordonat de numere {011;022;6133} formeaza diagonala

a a a

31 32 33

principald, iar sistemul ordonat de numere {a,;;a,,;a, | formeaza diagonala secundara.

> all alZ . ~ al] a12
1. Daca 4= atunci numaruldet 4 = = a,,a,, —a,a,, senumeste

a, dy

a, A4y

derminantul de ordinul 2

(adica Regula: determinantul de ordinul 2 este = produsul elementelor de pe diagonala principala
— produsul elementelor de pe diagonala secundara )

Determinantul de ordinul 3 se calculeaza prin 2 metode:

L. regula lui Sarrus

a, 4, 4y
detd=|a, a, ay|=
as3; @83 Qa3
a3 4y dy

= (11022033 + A21A32013 + A31A12053) — (A13022031 + A23032011 + A33012051)
Regula lui Sarrus:
-imediat sub determinant, se copiaza linia 1 si linia 2 (fara a prelungi determinantul)

-determinantul de ordinul 3 = suma produselor elementelor de pe diagonalele principale —
suma produselor elementelor de pe diagonalele secundare

IL regula triunghiului

-determinantul de ordinul 3 = (suma dintre produsul elementelor de pe diagonala principala si
produsele elementelor de pe triunghiurile cu laturi paralele cu diagonala principald) — (suma
dintre produsul elementelor de pe diagonala secundara si produsele elementelor de pe
triunghiurile cu laturi paralele cu diagonala secundara)
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all a12 al3
detd=l|a, a, ay,
a31 a32 a33

= (a11022033 + A21032013 + A31A12053) — (A13022031 + 23032011 + A33A12051)

Notiuni teoretice _recapitulare_Matrice inversabila

@ Fie 4eM,(C).Matricea A se numeste matrice inversabild daca existd Be M, (C), astfel
incat 4-B=B-A=1,. Matricea B se numeste inversa matricei 4 si se noteazi 4.

® O matrice A€M, (C) este inversabild daca si numai daca det(4)# 0

M Calculul matricei inverse:
» Se calculeaza det (A4). Daca det(A) # 0 atunci A este inversabilad si mergem in etapa

urmitoare. Dacd det(4) =0 atunci A nu este inversabild si ne oprim.
> Se determind matricea transpusa A4'.
> Se determind matricea adjuncti A ale cirei elemente sunt complementii algebrici
al elementelor matricei transpuse 4'. Complementul algebric al elementului a, este
4, = (—1)’” -d;,unde d, este determinantul care se obfine din det(A’) prin
eliminarea liniei i §i coloanei j si se numeste minorul elementului a,, .
1 R
<A
det(A)
-1 _
M Daci A si B sunt inversabile atunci au loc realatiile: a) (A‘l) =A4;Db) (4-B) "= 47",

Ecuatii matriceale

> Se calculezi matricea inversi cu formula A~ =

Daca 4,BeM, ((C) (multimea matricelor patratice cu n linii si n coloane) si 4 este inversabilg,

atunci:

1. Solutia ecuatiei A-X =B este X =A4""-B
2. Solutia ecuatiei X -A=B este X =B- A"
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Notiuni teoretice _recapitulare_Sisteme de ecuatii

Sisteme de ecuatii liniare. Forma matriceala
Definitii:
-Un sistem de ecuatii liniare este un sistem in care fiecare ecuatie are gradul I in raport cu fiecare

necunoscuta

-Forma unui sistem de ecuatii liniare este:
a, x, +a,x, +..+a,x, =b
1) Ay X, +apX, +...+a, x, =b, o
. Forma matricealid este AX = B, unde:

a,x +a x,+..+a, x =b,

ay,  dp e 4y,
Gy Ay - Oy, . . L. : .
A=| . : ) " | este Matricea coeficientilor sistemului
aml am2 amn
b, X
X
2 . . . . . X = 2 .
B=| [ |este Matricea termenilor liberi iar A =| . | este Matricea necunoscutelor
b X

Daca toti termenii liberi sunt nulj, sistemul (1) se numeste sistem omogen.
In functie de existenta solutiilor sistemele sunt:

1. Sisteme compatibile determinate = sisteme care au solutie unica (1 solutie)
2. Sisteme compatibile nedeterminate = sisteme care au mai multe solutii
3. Sisteme incompatibile = sisteme care nu au solutii

Orice sistem omogen de ecuatii liniare este compatibil. O solufie a acestuia este (O, 0, 0,...,0)

numita solutia banala.

Rangul unei matrice

Fie A= (Clij )]g[gm o matrice cu m linii si n coloane si r un numar naturala.i. 1<r< min(m,n)
1<j<n

Determinantul format din r linii si r coloane alese din matricea A , se numeste minor de ordinul r
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Def. Matricea nenuld 4 €M, ,(C) are rangul r, dacd matricea are un minor nenul de ordinul r si

toti minorii de rang superior (daca exista) sunt nuli. Scriem r = rang4 .

Teorema. Fie 4e M, (C),4#0

m,n

o matrice si » € N". Rangul matricei A este egal cu r daci si

numai daca exista un minor de ordinul r al matricei 4, nenul, iar toti minorii de rang r + 1 (atunci
cand exista) sa fie nuli.

a, a, .. a,b

] . - lay, a, .. a,b
Matricea extinsi este 4= 2' % .
aml amZ A amn bm

Teorema lui Kronecker - Capelli : Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daca si numai daca
rangul matricei 4 este egal cu rangul matricei extinse 4 .

Metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare
Rezolvare matriceala a sistemelor
a,x, +a,x, +..+a,x, =b

Ay X, +apx, +...+a, x, =b,

Un sistem de forma se scrie sub forma matriceald AX = B.

a,x,+a,x,+..+a, x =b

nn-n
Daci matricea 4 este inversabild, atunci X = 4™ -B
Exemplu de exercitiu rezolvat prin metoda matriceala:

Sa se scrie in forma matriceala si sa se rezolve sistemul:

2x—y=3

—x+y="6
2 -1 3 X

AZ( j B:( J X = rezulta A- X =B
-1 1 6 y

Studiem daca A este inversabila:

detd=|" =21 (-1)(-1)=2-1=120

rezulta ca matricea A este inversabila

Calculam matricea inversa:
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. 2 -l S = A11 A12

-1 1 A21 Azz
A, =(-1)"1=1

1+2 1 1

A, =(—1) -(—1)=1 A =
Ay =(-1)"(-1)=1 I 2
A22 _ (_1)2+2 2 _ 2
PR B NI A e

det 4 1 {1 2 1 2
X=4"B

1 1) (3 1-3+1-6 9

1 2)16 1-3+2-6 15
— [ ——

(2,2) (2.1) (2,1)

Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare prin metoda lui CRAMER

- un sistem de ecuatii liniare de tip CRAMER este un sistem in care numarul de ecuatii este egal cu
numarul de necunoscute si determinantul matricei sistemului este nenul (adica diferit de 0)

a,x, +a,x, +..+a,x, =b a, a, .. q

a, X, +a,x,+...+a, x =b . . . a
Jar 2n 72 Matricea sistemului este 4 =

a,x, +a,x,+..+a,x =b a

nn-'n

Dacd d =det 4 # 0 se calculeazi determinantii asociati necunoscutelor, adici pentru X,

calculdm determinantul d, , pentru X, calculdm determinantul dxz si asa mai departe.

d_ este determinantul lui A in care se inlocuieste coloana coeficientilor lui X; cu coloana

termenilor liberi.

W X Xn

Apoi se calculeazi: X1 = s Xy = sees X, =
P d d " d

Exemplu de exercitiu rezolvat prin metoda lui Cramer:
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x+y+z=4
S se rezolve sistemul; (X +2y+2z=7
2x—y+z=3
1 1 1
Matricea sistemului este: 4=|1 2 2| .Calculam
2 -1 1
1 1 1
d=detA=|1 2 2[=(1-2:1+1:(-1)-1+2-1-2)=(1-2:2+2-(~1)-1+1-1-1)
2 -1 1
d =det A =(2—1+4)—(4—2+1)
=5-3=2=%0

Concluzie: sistemul este de tip Cramer

4 1 1

d.=[7 2 2[=(421+7-(-1)1+3-1-2)=(1-2:3+2-(-1)-4+1-1-7)
Calculam 3 -1 1

=(8-7+6)—(6-8+7)=7-5=2

14 1
d =l 7 2/=(1-7-1+1-3-142-4-2)—(1-7-2+2-3-1+1-4-1)
2 3 1

:(7+3+16)—(14+6+4):26—24:2

1 4
d =1 2 7|=(1-2:3+1-(=1)-4+2-1-7)—(4-2:2+7-(-1)-1+3-1-1)
2 -1 3

:(6—4+14)—(16—7+3)=16—12=4

Atunci solutia sistemului este:

d
_é_gz ,y:—yzzzl,zzizﬂzz
d 2 d 2 d 2
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Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare prin metoda lui Gauss

Metoda lui Gauss da posibilitatea rezolvarii unui sistem compatibil determinat dar si a celui
compatibil nedeterminat.

v" Doua sisteme de ecuatii de ecuatii sunt echivalente daca au aceeasi multime a solutiilor.

v Daci intr-un sistem de ecuatii liniare se permuta doud ecuatii intre ele, sistemul obtinut
este echivalent cu cel initial. Aceasta transformare a sistemului se numeste transformare de
tipul L.

v Daci intr-un sistem de ecuatii liniare se adund membru cu membru o ecuatie cu altd
ecuatie inmultita eventual cu un numar nenul, noul sistem este echivalent cu cel initial.
Aceasta transformare a sistemului se numeste transformare de tipul II.

v' Metoda lui Gauss consta in aplicarea asupra sistemului initial, a unui sir de transformari de
tipul I sau II, astfel incat dupa un numar de pasi eliminand cate o necunoascuta sistemul sa
fie adus la o forma triunghiulara sau trapezoidala.

v’ Sistemul de ecuatii initial este incompatibil daca in sistemul obtinut sunt ecuatii de forma
O=c,

Exemplu de exercitiu rezolvat prin metoda lui Gauss

xX+y+z=3

1. yx+2y—z=2 reducem pe x apoi pe y
2x+y+z=4
x+y+z=3‘-(—1)‘-(—2) x+y+z=3 X+y+z=3
x+2y-z=2. ={y-2z=-11 =>{y-2z=-1
2x+y+z=4 —y-z=-2" (FBy=-3->y=1

Inlocuim pe y =1 in a doua ecuatie si rezulta ca z =1 si apoi din prima ecuatie

x+1+1=3=>x=1.

Notiuni teoretice _recapitulare _Aplicatii ale determinantilor in geometria analitica plana

-ecuatia generala este d: ax + by +c =0, a,b,ceR, a # 0 sau b # 0 care poate fi scrisa si
d :y =mx+n, unde m este panta dreptei .

-ecuatia dreptei determinata de punctele A (XA s V4 ) ,B (XB > Vg ) poate fi scrisa cu determinat:

x y 1
AB:|x, y, 1|=0
xg Yy 1
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+by, +
-distanta de la un punct M, (xo,yo) la dreapta d: ax + by + ¢ = 0, este d(Mo,d) _ |ax0 Vo c|
Ja* +b?

-conditia ca trei puncte A(XA sV 4 ), B(XB >V )a C(Xc Ve ) si fie coliniare este:

Xg vy 1
A=|x, y, 1|=0 (adicd Ce 4B)
Xe Yo 1

- aria triunghiului ABC, unde A(XA V4 )» B(XB >V )o C(Xc s Ve ), este

1 xg vy 1
A(ABC) 25-|A| unde A=|x, y, 1=#0.
Xe Yo 1

Notiuni teoretice _recapitulare _Aplicatii ale determinantilor in geometria analitica in
spatiu
-ecuatia generald a planului este 7:ax+by+cz+d =0

-ecuatia planului determinat de punctele necoliniare A (X1 s V152 ), B (x2 s V252 ) ,C (x3 > V3523 )

poate fi scrisa cu determinat:

x y z 1
X z, 1
e Vi 1 ~0
X, ¥y, z, 1
Xy Y;ozz 1
- patru puncte A(Xpypzl),B(XZ,yza Zy ), C(x3ay3a Z3 ),D(x4,y4, Z4) sunt coplanare daca si
x o »n ozl
A |
numai daca A = 2 & =0
X, Yy oz 1
X, Yy ozy 1

-distanta de la un punct M, (x,,,,z,) laplanul 7 :ax+by+cz+d =0 este

3 |ax0 +by, +cz, +d|

d(M,,7)=
( ‘ ) Nat+br+ ¢
| Xy oz 1
_ X z, 1
-volumul tetraedrului ABCD este VABCD - |A ,unde A=|" 2 5 =0
6 Xy oz 1
X, Yy ozq 1
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