FISA _RECAPITULARE NOTIUNI TEORETICE SI EXEMPLE DE EXERCITII
Clasa a XII-a Algebra Prof. Mestecan Cornelia
Matematica (M_tehnologic, M_mate-info, M_st nat, M_pedagogic)

Legi de compozitie; Monoid; Grup
Breviar teoretic
Def 1. Fie M o multime nevidi. O aplicatie / functie de tipul *: M xM — M, (X, y) —> X*) ,se numeste

lege de compozitie internd (operatie algebricd) pe multimea M.

Ny N
Def 2. Fie o lege de compozitie *" pe M. 0 submultime nevidi H a lui M se numeste parte stabild a lui M in
raport cu legea "+" daca, pentru orice elemente x si y din H, elementul X * ) este tot din H.

H* "

Def 3. O lege de compozitie pe o multime M se numeste asociativa daca

(x*y)*ZZx*(y*z),Vx,y,zeM,

Def 4. O lege de compozitie Mae ! pe o multime M se numeste comutativa daca

x*y=y*x,Vx,yeM

Def 5. Spunem ci o lege de compozitie "+" pe o mulfime M, are element neutru daci exista € € M astfel

"y N
incat X*¥e=e*x=x,VXx €M Elementulese numeste element neutru fatd de operatia * .

Ny N
Def6.Fie * o lege de compozitie pe M care are elementul neutru e. Spunem ca un element X € M este

AR} ! !/
simetrizabil in raport culegea * ,daci existi X' € M astfelincat X ¥ X = X * X = € , Elementul

, - - .
X se numeste simetricul lui x.

Monoid Grup
Fie M o multime nevida si "x" o lege de compozitie Fie G o multime nevidi si "o o lege de
pe M. compozitie pe G.
Perechea (M: *) se numeste monoid daca: Perechea (G;O) se numeste grup daca:

Ny " . v
. %* . n_n C e

Ny "
E:legea * ' are element neutruy; E:legea nn are element neutru:
. )

S : toate elementele lui G sunt simetrizabile in

"O "
raport cu legea .

Ny N n.n
Daciin pluslegea * ' este comutativi (C) atunci | Daciin pluslegea © este comutativa (C) atunci

(M ) *) este monoid comutativ. (G; o) este grup comutativ .
Daca existd In M, elemente simetrizabile in raport

My 1 e
culegea * ', acestea se numesc unitdtile
monoidului.
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Exercitii rezolvate:

1. Pe multimea numerelor reale definim operatia X° y =xy+4x+4y+12.

a) Sdse verifice dacd legea "o" este asociativa ;

- ) - n.n -
b) Sase verifice dacdlegea © " este comutativa ;

c) Sase determine elementul neutru fata de legea "o " ;

d) Sase determine elementele simetrizabile In raport cu legea "o,
e) Sase precizeze daca (R; O) este grup sau monoid;

f) Sase verifice ca xoy = (x+4)(y+4)—4 , pentru orice x,y e R;
g) Sase calculeze xo (—4) , unde x este un numar real;

h) Sase calculeze (—2009) o (—2008) 0...0200802009;

i) iS4 se calculeze 20(—5);(—3)0(—1);

j) Saserezolvein R ecuatiile: Xx03=5; xox=-3

Rezolvare:

a) legea "o" este asociativa daca (XOY)OZ = XO(yOZ),Vx,y,Z eR
calculam fiecare membru al egalitatii si apoi comparam rezultatele:
(xoy)oz:az+4a+4z+12:(xoy)z+4(xoy)+4z+12
|\ —

:(xy+4x+4y+12)2+4(xy+4x+4y+l2)+4z+12 (1)
=xyz+4xz+4yz+12z+4xy+16x+16y+48+4z+12
=xyz+4xz+4yz+4xy+16x+16y+16z+60
xO(yoz)zxa+4x+4a+12=x(yoz)+4x+4(yoz)+12

%/—/
=x(yz+4y+4z+12)+4x+4(yz+4y+4z+12)+12 2)
=xyz+4xy+4xz+12x+4x+4yz+16y +16z +48+12
=xyz+4xy+4xz+4yz+16x+16y +16z+60

Din (1) si (2) rezulti ci cele doud rezultate sunt egale, deci (x ° y) °eZ=X0 (y © Z) VX, y,z € R , adica

"O " L
este asoclativa.

legea
b) legea Mo este comutativi daci X°y = yox,Vx,y € R
Xoy=xy+4x+4y+12

} observam ca sunt egale datorita comutativitatii operatiilor de adunare si

yox=yx+4y+4x+12
n.n
inmultire din R, rezultica xo© y=yox,Vx,ye R adica legea © este comutativa.

"n_on _ —
) legea ©  admite element neutru daci existd € € R astfel incat X0 € =e€oX = X, VxeR
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legea "o ! este comutativa (conform punctul b) ) deci vom rezolva doar o ecuatie pentru a gasi elementul
Xoe=x<>xet+dx+de+12=x< e(x+4):x—4x—12<:> e(x+4)

neutru: =-3x—-12 <& e(x + 4) =-3 (x + 4) deci elementul neutru este
e=-3eR

e=-3.

n.on
d) Unelement x € R este simetrizabil in raport culegea © , daci existd x' € R asfel incat s3 avem

"n._n
XOoX =X °X=¢€;cumlegea © este comutativd, vom rezolva o singura ecuatie:

xox'=e xx'+4x+4x'+12=-3 < x’(x+4):—4x—15:>
—4x—15 , adica x = —4
X'=—- x+4%0
x+4
Prin urmare observim ci toate elementele x € R, x # —4 sunt simetrizabile in raport cu legea "o " ,adica

R n_n
multimea elementelor simetrizabile in raport culegea © , este R \{—4}.

"O "

nn
e) Conform a), legea este asociativi pe R , conform b) legea ©  este comutativi pe R,

n.n
conform c) legea ©  pe R are element neutru € =—3 iar conform d) elementele X € R, x # —4 sunt

simetrizabile in raport cu legea "o prin urmare (R; O) nu poate fi grup (pentru ca nu toate elementele lui

R sunt simetrizabile), adica (R; O) este monoid comutativ si multimea unitdtilor monoidului este R\ {—4}

xoyz(x+4)(y+4)—4<:>xoy:xy+4x+4y+16—4

(A)
Sxoy=xy+4x+4y+12

(am desfacut parantezele)
g) xo(—4)=x(—4)+4x+4(-4)+12=—4x+4x-16+12=—4

0

Sau folosind relatia de la punctul f) x© (—4) = (x+ 4)(—4+ 4) -4 = (x+ 4) 0-4=-4
0 0

h) Pentru a calcula (—2009) ° (—2008) 0...0200822009 folosim punctul g) adica x o (—4) =—4
Stim ca legea "o" este comutativa pe R deci (—4) ox=Xx0 (—4) =—4 ,darsi
(—4)oy = (—4+4)(y+4)—4 =—4 adica x0(—4)oy = —4,‘v’x,y eR
%,—/

0
(~2009)(~2008)°...> 2008 > 2009 =

Prin urmare (_5009).(~2008)o...o(=5)o(~4)o(~3)°...0200822009 = ... =
_\/—J
-4
(~2009) 5 (~4)(2009) = 4
o 2-(=5)+4-2+4- 2=-10+8-20+12=-10
(=5)=2-(-5) (=5)+1

2
(3)(1)()() (=3)+4-(-1)+12=3-12-4+12=-1

19 19
) xo3=5ex34ared-312=56Tx=5-24 0 Tr=-19 x=-_cR ded S= ]
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xXox=-3x-x+4x+4x+12=-3 <= x> +8x+12+3=0

< x*+8x+15=0
a=1;b=8;c=15
A=b"—dac=>A=8—-4-115=64—-60=4

—b— -8-2 - —b+JA
eoThVA B2 S0 JTHENA

2a 2-1 2 2a 2-1
deci S = {—5;—3}

2. Pe multimea numerelor reale se consideri legea de compozitie Xo y =x+y—14,

n.on
a) Si se rezolve in R ecuatia X © X = 2;b) Si se demonstreze cilegea © este asociativi;

=_8+2=_—6=—3eR
2

¢) Sa se demonstreze ca (R, O) este grup comutativ.
Rezolvare:
a) xox=2ox+x-14=22x=16<= x=8€R deci S ={8}

b) legea "" este asociativd daca (XO y) °zZ=x O(y ° Z),VX,)%Z eR

(xoy)oz:a+z—14:(xoy)+z—14 xo(yoz)=x+a—14:x+(yoz)—14
—— ——

a a

=(x+y—14)+z—14=x+y+z—28 =x+(y+z—14)—14:x+y+z—28

Observam ci cele doud rezultate sunt egale, deci (x ° Y) °Z=Xx° (y © Z) ,VX,y,Z € R adici legea

n.n
este asociativa;

) (R; O) este grup comutativ daca legea "o este asociativa; comutativa, are element neutru si toate

elementele lui R sunt simetrizabile in raport cu legea "o "

"O "

A: Conform b) legea este asociativa

C:legea "o" este comutatividaci X°y = yox,Vx,y e R
xoy=x+y-14

} observam ca cele doua rezultate sunt egale, deoarece adunarea este comutativa in R,

yox=y+x—14
n.n
deci Xoy=yox,Vx,y€R  adica legea © este comutativa;

E:legea "°" admite element neutru daci existi € € R astfelincat Xce=eox=x,Vx e R

n_n
legea ©  este comutativd deci vom rezolva doar o ecuatie pentru a gasi elementul neutru:

Xce=xSxt+e—-ld=xe=x—x+ld<=e=14eR deci elementul neutru este € =14 .
S: trebuie si dem. ca Vx € R, Ix'eR af xox'=x"'ox=e
legea "'©" este comutativi deci vom rezolva doar o ecuatie:

xox'=e x+x' —14=14 < x'=—x+28 € R, Vx € R, prin urmare toate elementele lui R sunt

n.n
simetrizabile in raport cu legea ©
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Din A, C, E, S rezulta ca (R: O) este grup comutativ.

Exercitii propuse:
1) Pe mul{imea numerelor reale definim operatia xoy =2xy —6x—6y +21.

”O n "O n

a)Sa se verifice daca legea este asociativa ; b) Sa se verifice daca legea
determine elementul neutru fata de legea "o"

este comutativa ; c) Sa se
; d) Sa se determine elementele simetrizabile In raport cu

"O "

legea ; €) Sa se precizeze daca (IR{; 0) este grup sau monoid; f) Sa se verifice ca
Xoy= Z(x - 3)(y - 3) +3, pentru orice X, ¥ € R ; g) Si se calculeze xo3 , unde x este un numir real;
h) Sa se calculeze 1o \/Eo \/go ...0~/2009 ; i) Sa se calculeze 2o (—5);(—3) O(—l) ;j) Sa se rezolve in R

ecuatiile: x0(—2):7 o xox=11.

2) Pe multimea numerelor reale definim operatia X * ) = X)) — 2 (x + y) +6.

a)Sa se verifice daca legea "+" este asociativa ; b)Sa se verifice daca legea "+" este comutativa ; c)Sa se
determine elementul neutru fata de legea "+" ; d)Sa se determine elementele simetrizabile in raport cu legea

"x" ; e)Sa se precizeze daca (R;*) este grup sau monoid; f)Sa se verifice ca x*y = (x—2)(y - 2) +2,
pentru orice X,V € R ; g)Si se calculeze (—3) %2 si x*2 ,unde X € R h)si se calculeze
(—2009) *(—2008) *...#(—1)* 0% 1% 2 *...%2009; i)Sa se calculeze 3*5;(—7)*(-3);

j)Sa serezolve in R ecuatiile: x*4=-5; x*x=6;

3) Pe multimea numerelor intregi se definesc legile de compozitie X°y =x+y —3 i
X*y =(x—3)(y—3)+3.
a) Si se rezolve in Z ecuatia X * X = X © X ; b) Si se determine @ € Z cu proprietatea ci

x*a=3,Vx € Z;c)Sa se demonstreze ci (Z; 0) este grup comutativ.



