FISA _RECAPITULARE NOTIUNI TEORETICE SI EXEMPLE DE EXERCITII
Clasa a XII-a _Analizd matematica Prof. Mestecan Cornelia
Matematica (M_tehnologic, M_mate-info, M_st nat)

Def. Fie f:1 — R o functie continua, a,b € I si F o primitiva oarecare a functiei f. Numarul

if(x)dx:F(x)b

=F (b ) —-F (a) se numeste integrala definita a functiei f pe intervalul

a

[a,b].

Obs. jf(x)dx:O si ]if(x)dx:—jf(x)dx

a

Proprietati ale integralei definite
T1. Fie f,g doua functii continue pe /, a,b el si o, € R. Atunci
b

I(af(x)+ﬂg(x))dx :aj)‘f(x)dx+ﬂj‘g(x)dx

T2. Daca f'este o functie continud pe / atunci pentru oricare trei puncte a,b,c € [ avem:
b c b
If(x)dx =J‘f(x)dx+J‘f(x)dx
a a C

T3. Fie f o functie continud pe /, iar a,be si a<b.Daca f >0 pe [a,b] , atunci j.f(x)dx >0.

Corolar . Fie f,g doua functii continue pe I, a,bel, a<b.Daca f<g pe [a,b] , a:unci

b b

jf(x)dxéjg(x)dx.

"10"4. Fief o faunc';ie continua pe /, iar a,b €1 si a <b.Daca m si M sunt doud numere reale astfel incat
b

m< f(x)<M,Vxe[a,b], atunci m(b—a)< If(x)dx <M (b-a).
a

T5. Dacd f:[a,b] > R o functie continu, atunci existd ¢ €[a,b] astfel incat
b

[/(x)ax=r(¢)(b-a).

a

Aplicatii ale integralei definite. Aria unei suprafete plane
T1.Fie f: [a,b] — R o functie continua pozitivi si fie

Iﬂf :{(X;y)ERz ‘anSb,OSySf(x)} numitd subgraficul lui f.

Atunci mulfimea I', are arie si

aria(Ff)zzf(x)dx.
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Corolar. Fie /, g [a, b] —> R doua functii continue astfel incat

f(x)Sg(x),‘v’xe[a,b] si
1—1f,g :{(x;y)ERz ‘anSb,f(x)SySg(x)} suprafata plana , numita

intergrafic, cuprinsa intre cele doua functii si dreptele de ecuatii x =a si x =b . Atunci, F_f, ¢ are arie
b

si arza(l“f’g) = j[g(x)—f(x)}dx
a

Volumul corpului de rotatie
T.Fie f:[a,b] > R o functie continud pozitiva si

— « e 3 / 2 2
Cf o {(X,y,Z) eR ‘x = [Cl,b], y tz = f()C)} numit corpul de rotatie
in jurul axei Ox determinat de functia /. Atunci multimea C, are volum si
b
. 2
vol (C i ) =7 I f
Exercitii rezolvate:

% 4 2
1. Calculati: a) I x —5x+4 dx ; b) I 7x4—3cosx+4)dx;c) J‘(\/;+1de;d) '[(x—4)exdx;
1 X 0

E 3
coSs x X
——dx
!5 s1nx J.(x—l)(x+3)
Rezolvari:
2 2 2 2 32 22 3 43 2 2
I(xz—5x+4)dx=Ixzdx—ISxdx+J.4dx:x— —5— +4x | 2——1— -5 2——1— +4(2—l)
1 1 1 1 3 2 3 3 2 2
a) 1 1
2) 3) _ _
:(§_lj_5[i_lj+4zl_5§+4: T e, 1445424 T 7
3 3 2 2 3 2 3 2 6 6 6
: sz s
J-(7x —3cosx+4) I Tx*dx — 3J.cosxdx+4jdx=7—
0 0 0 0 5 0
b) (ET
T~ 5 5
~7| 222 215 sin T —sin0 |+ 4 E—OJ—I”—S—B» 2= 273
5 0 2 2
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4

1

4 4

4 —+1 3
_[(\/;+ljdx Ifdx+_[ dx:j 2dx+1nx| x? In4—-1Inl :zxg
! l+1 3

c)1 ‘

220
3

+In4

1
1

+1n4——(\/_ \/_)+ln4——(\/_4 l)+ln4:§-7+ln4:%+ln4

1

2
d) I(x —4)e*dx calculam J. (x—4)e*dx prin metoda integrarii prin parti

J £ (x)g' (x)dr =1 (x)g(x)=[ f"(x) g (x)dx
f(x )—x—4=>f'( )=1

g'(x)=e" = g(x)=[g'(x)dx=[e'dx=c
deci I(x— Je'dx =(x—4)e" —J.exdx:(x—4)ex—ex+C:ex(x—5)+C

I(x—4)exdx=ex (x—S)E =e’ (2—5)—60 (0—5)=—362 +5

0 1

z
j‘ COS X

dx calculam J.

dx prin metoda schimbarii de variabila

S5—sinx 5—sinx
u(x)=5-sinx=1¢
u'(x)=—cosx I =- ﬂ=—J‘ di =—Inlt|+C rezultaj cosx dx =—In|5—sinx|+C
5—sinx
u'(x)dx=—cosxdx=dt
3 :
J. COS‘X dx:—ln|5—sinx” = ~In|5—sinZ| |~| —In|5—sin0 :—1n5—£+1n5
0 d—sinx 0 3 0 2
N
2

3
f) I; dx calculam j dx folosind metoda coeficientilor nedeterminati
2

(x—l)(x+3)

x=Ax+34A+Bx—B

x x+3)A x1)B|
1 3 bti e — _
(x—l)(x+3) x— 1+x+3‘ x=1)(x+3) obtinem: |x— x(4+B)+(34-B)
i 0
1
A+B= A:l A_Z
A—B=0 4 & 3 deci
3 _ B=1-4 |B==
44=1 4
1 3
X 4 4 B ~
-[(x 1)(x+3)dx .[ dx+J. dx 2 _d _-[x+ ——1n|x 1+ —ln|x+3|+C
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3
:(lln|3—1|+Eln|3+3|j—(lln|2—l|+iln|2+30
, \4 4 4 4

= lln2+§ln6 - llnlJr§1n5 =lln2+§ln6—§ln5
4 4 4 4 4 4 4

0

X

-!(x—l)(x+3)

dx:(lln|x—l|+§1n|x+3|j
4 4

Exercitii propuse:

1 2
2. Calculati, utilizand si fisele anterioare: a) .[ (5x3 —6cosx+ Z)dx ;b) I(S\/; + %} dx
X
0 1

(2x —1)sin xdx ; d)_[ (6x+7)Inxdx ; €) j\/z X ; f)j Grnn) ) jx—”dx;

1 X +2x+5

c)

h) jx\/x2+9dx;i) Imdx;j) j("—_ldx

> x+2)(x+5)

O o [N

Exercitiu rezolvat:

2 1+e’“,xe[—1;1]
3. Calculati : | f(x)dx ,unde f(x)=

‘[ (xH (x) x+e,xe(1;2]
Rezolvare: folosim proprietatea data prin T2, a integralei definite:
Stim cd f este continua pe [-1;1)U(1;2] ca functie elementara (1)

lxlilrllf( )_1)61%111(1+eX)=1+e

lxl_r?f( )-1%1}(x+e)=1+e :gg}f(x):{Ci_l}Illf(x):f(l):feste continud in 1 (2)

f(1)=1+e

Din (1) si (2) rezulta ca f este continua pe [—1; 2] deci se poate aplica proprietatea T2; avem

2

j.lf(x)dXZif(x)dx+ij(x) j(1+e dx+I x+e)dx = (x+e )1 +[%2+ex]

-1
-1

1

=[(He')—(—1+e“)}+K2—2+e~2}—(ﬁ+e-lﬂ=1+e+1—1+2+2e—l—e:4+2e—l—l
2 2 2 2

e e

Exercitii propuse°

sin x, xe[ K 0
4. Calculati : I f(x)dx ,unde f(x

0
5. Calculati :j f(x)dx ,unde f(x

he) x+2, xe

6. Caleulati q x+2xe
. acuatl.jfx)dx unde f(x e+1x601]’

7. Calculati : I f(x)dx ,unde f(x
X, xe 0 1
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o2 x+5,xe[-3;-1)
8. Calculati : :Ef(x)dx , unde f(x) = {3x2 ilxe [_1;0]
Exercitiu rezolvat:

1
9. Fara a calcula integrala, sa se demonstreze cd 0 < jln(l + xz)dx <In2
0

Rezolvare: avem functia f:[0;1] > R, f(x) = ln(l +x? ) , trebuie sa determindm m si M reale pentru
care m< f(x)<M,Vxe[0;1]
2x 2x

, 1 ' :
f(x):1+x2-(1+x2) = f1(0)=0e 5 =0e20=00x=0

—

f(x) /! /! In2

zln(1+02):ln1:0;Mzln(1+12):1n2
mSf(x)SM,Vxe[O;l]<:>OSf(x)S1n2,‘v’xe[0;1]

0

/(%) 0o + + + + + o+
0
m

Aplicam T4 si avem m(b—a)Sj.f(x)deM(b—a) adica 0(1—0)Sj-f(x)dxﬁ(ln2)(l—0)

0

1
=0<[In(1+x*)dr<In2
0
Exercitii propuse:

=
|
(8]

. : y 17
10. Fara a calcula integrala, sd se demonstreze ca 3 < I
4

V)]

+

=

. o o 2
11. Fara a calcula integrala, sa se demonstreze ca 1< Ie“ dx<e.

Ly
x+1

x <

NI»—‘

2
12. Fard a calcula integrala, sa se demonstreze ¢ % I
1
Exercitiu rezolvat:
13. Se considerd functia f: (0;+oo) >R, f (x) =x+ 1 . a) Sa se calculeze aria suprafetei plane
X

cuprinse intre graficul functiei /', axa Ox si dreptele de ecuatii x =1 §i x =2; b) Sa se calculeze
volumul corpului obtinut prin rotatia , in jurul axei Ox, a graficului functiei g: [1; 2] — R definita

prin g(x) =f(x) X 6[1'2]
Rezolvare: a) arla .[ f dx adica

2 2
arla J‘(x jdx—(x—+ln|x|j
1 2

2

2 I’ 1 3
:[—+ln|2|J [—+1n|1|] 2+In2-—-Inl=>+In2
2 2 2, 2

1
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0 v (€,) =] (1) . unde ()= (x).x <12,

2 2 1 1 ? 2 1
vol(Cg):ﬁI ( dx ﬂj(x+ dx J.(x +2-x- ¥+ xj ]dx=ﬁj(x2+2+?jdx
1 1

3
+2- 2—— - 1—+2~1—1 =7 §+4—l—l—2+1
3 1 3 2 3

Exercitii propuse:

14. Se considera functiile f,g: [O; 1] — R, definite prin f(x) =e" si g(x) =e +e

a) Sa se determine J-f(x)dx

b) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei /', axa Ox si dreptele de ecuatii
x=0s1t x=1;

c) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei 4 : [0; 1] —>R,h (x) =xf (x) ,
axa Ox si dreptele de ecuatii x=0 si x=1;

d) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia , in jurul axei Ox, a graficului functiei g.

15. Se considera functia f:[0;1] > R, f(x)=1 —Jx.

a) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei /', axa Ox si dreptele de ecuatii

x=0si x=1;

b) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia , in jurul axei Ox, a graficului functiei f .

16. Se considera functiile f,g: [O; 1] — R, definite prin f(x) =1l-xsi g(x) =1-x.

a) Si se determine If(x)dx

b) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei /', axa Ox si dreptele de ecuatii

x=0si x=1;

c) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia , in jurul axei Ox, a graficului functiei g.

17. Se considera functia f:[0;1] > R, f'(x) = Jx.

G

x2+17

a) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei g: [0; 1] ->R, g(x) =

axa Ox si dreptele de ecuatii x=0 si x=1;
b) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia , in jurul axei Ox, a graficului functiei f ;
c) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia , in jurul axei Ox, a graficului functiei

X

h:[O;l] —>R,h(x) =e? f(x)
18. Se considera functiile f:[1;¢] > R, definite prin f(x)=Inx.
a) Si se determine jf’(x)dx

b) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei /', axa Ox si dreptele de ecuatii
x=1si x=e;
6
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19. Se considera functia f:[0;1] > R, f(x)=~/x+2.

a)Si se determine Ifz (x)dx;

b)Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei /', axa Ox si dreptele de ecuatii
x=0si x=1;

¢)Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia , n jurul axei Ox, a graficului functiei /.

20. Se considera functia f/:R — R,f(x) =x"" +x+1.

a) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei /', axa Ox si dreptele de ecuatii
x=0si x=1;

b) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia , in jurul axei Ox, a graficului functiei

h :[1;3] - R,h(x) = f(x)_xzooo —1.

21. Se considerd functia f:[0;1] > R, f(x)=xv2-x

a). Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei /', axa Ox si dreptele de ecuatii

x=0si x=1;
b) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia , in jurul axei Ox, a graficului functiei f .

, 1
22.Se considerd functia f:R" > R, f(x)=x+—.
X

3

a) Calculati J.(f(x)—lj dx .
] X
b) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia, In jurul axei Ox, a graficului functiei

g:[l;2]—>R,g(x):f(x)

¢) Calculati j f(x)In xdx.. (Bac 2010)
1

Vxt+3,x>1

23.Se consideri functia f:R >R, f(x)=
2x,x <1
a)Demonstrati ca functia fadmite primitive pe R.
b) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului functiei
g: [1;2] - R,g(x) = f(x)
N
c) Calculati J. x- f(x)dx . (Bac 2010)

1

24.Se considerd functia f:R > R, f(x)=+vx>+10.

a) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului functiei
g:[0;3] >R, g(x)=f(x).

b) Demonstrati ca orice primitiva F a functiei f este crescatoare pe multimea R .

10 10
c) Demonstrati ca I f(x)dx= 2If(x)dx. (Bac 2011)
0

-10

n_x

25.Pentru orice numar natural nenul n se considera functia f, :[0;1] —->R, f (x) =x"e".
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1
fi(x
a) Calculati J 1 (x ) dx

0

1
b) Calculagi [ f; (x)dx.
0

1
1
c) Aratatica If,, (Xz)dx 2 > , pentru orice n € N,n>1. (Bac 2011)
n
0

+1
26.Se considerd functia /R >R, f(x)=3x" +2x+1.

a) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei f, axa Ox si dreptele de
ecuatii x=0 si x=1;

et s . - . 1
b) Aratati ca orice primitiva a functiei f este concava pe intervalul (—oo;—g] .

c) Demonstrati ca oricare ar fi a > 2, are loc inegalitatea If(x) dx>3a+2, (Bac2011)
0

Inx
—,x>1
27.Se considerd functia f:(0;+00) > R, f(x)=1 * .
I 0<x<l
x

i /()
a) Calculatl_!. Inx

dx .

b) Fie g:(0;1] > R,g(x)= f(x). Determinati primitiva functiei g, primitivi al cirei grafic

contine punctul A(I;S) .

c) Calculati If(x)dx_
1
2
28.Se considera functia /R > R, f(x)=x"" +x™" +x* +x.

a) Determinati primitiva F: R — R a functiei f, care verifica relatia /' (0) =1.

1
b) Calculati I{C(erl) dx .

0
c) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului functiei

g: [1;2] - ]R,g(x) = f(x)—x2012 —x*"'. (Bac 2012)

29.Se consideri functia f: R — ]R,f(x) =xe".

a) Aritati ca functia F:R -5 R, F(x) =xe" —e" +2012, este o primitiva a functiei f.

b) Claculati If(ln x)dx.
0
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c) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a graficului functiei

g:[L2] >R, g(x)= M . (Bac 2012)
X

30.Se considera functia f:(0;+0) >R, f(x)=2x+1+ 1
X

2
a) Calculati J.(f (X) - lj dx .
f X
b) Aratati ca functia F': (0; +OO) - R,F(x) =x"+x+Inx este o primitivi a functiei f.
c) Calculati aria suprafetei plane delimitate de graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii
x=1si x=2.(Bac2013)

31.Se consideri functia f: R — ]R,f(x) =3x" +1.

1
a) Calculati If’(x)dx.
0

b) Aritati ci funcgia F:R >R, F(x)=x"+x+1 este o primitiva a functiei f.
c) Calculati aria suprafetei plane delimitate de graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii
x=0six=1.



