FISA RECAPITULARE NOTIUNI TEORETICE SI EXEMPLE DE EXERCITII
Clasa a XII-a _Algebra Prof. Mestecan Cornelia
Matematica (M_tehnologic, M_mate-info, M_st nat)

POLINOAME_EXERCITII
X X X

1. Se considera determinantul d =|x, x, x|, unde x,,x,,x; € R suntsolutiile ecuatiei
XX X

x' =3x+2=0.

a) Sa se calculeze x, +x, +x;.

b) Sa se arate cd x; +x; +x; =—6.

c) Sa se calculeze valoarea determinantului d.

Sugestii de rezolvare:

b
XX, +xy=——=
a
- . ‘Y7 c <
a)Scrieti relatiile lui Viete: {x,x, +x,x; + x,x; =— = rezulta ca x, +x, +x; =
a
d
XXy Xy =—— =
a

b) x,,x,,x; € R sunt solutii, deci ele verifica ecuatia adica:

X, =3x,+2=0

x’—3x,+2=0 seaduni toate relatiile si se obtine: (xf +x +x; ) -3(x,+x,+x,)+6=0,din

X =3x,+2=0
aceastd relatie, dupa inlocuirea lui x, +x, + x;, se obtine x; +x; +x] = ...
c)Se calculeaza d si se folosesc relatiile lui Viete scrise la punctul a)
X Xy X
Seobtine d =|x, x;, x|=3xx,x, —(xl3 +x; +x33) =...
X3 X X
2. Se consider polinoamele cu coeficienti reali f = X*+aX’ —28X> +bX +96, g =X +2X —24
sih= (X2 +2X—24)(X2 —4).
a) Sa se scrie forma algebrica a polinomului A .
b) Sa se determine a,b € R astfel incat polinoamele f'si h sa fie egale.

c) Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia 16" +2-8*—28-4"-8-2"+96=0.
Sugestii de rezolvare:

a) se efectueaza operatia de inmul{ire, se obtine:
h=(X*+2X-24)(X*—4)=X*+2X° 28X —8X +96

b) f =h daca coeficientii corespunzatori sunt egali, rezulta ca a =2 si b=-8

16*+2-8x—28-4x—8-2x+96:0<:>(24)x—2-(23)x—28-(22)x—8-2“+96:O<:>
C) \4 3 2
(2*) —2~(2X) —28-(2") ~8.2°4+96=0
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observam ca practic avem f(2x) =0 (daca inlocuim in fpe X cu 2), dar f =4 deci ecuatia

2 2
noastra este echivalenta cu ((2") + 2(2’“ ) — 24)((2") —4) =0 ceea ce Inseamna ca
(27) +2(27)-24=0
si (2“‘ )2 —4=0;notam 2" =t sirezolvam ambele ecuatii.
3. Fie polinoamele f =X’ +aX’+X +1 si g= X +3 dininelul Z,[X]
a) Sa se determine a € Z, astfel incat polinomul f'sa fie divizibil cu polinomul g.
b) Pentru a =1 si se arate ci f= (X+i)(X2 +i) .

c) Pentru a =1 si se rezolve in inelul (Z;+;-)ecuatia f(x)=0.
Sugestii de rezolvare:

A

£(2)=0=(3) +a(3) +2+1=0 = da+3+3+1=0= da=-T=da=dea=i
0
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b) se scrie fpentru a = 1 si apoi se Inlocuieste In f = (X+ i)()(2 + i), se desfac parantezele si se

obtine egalitate;
c) pentru rezolvarea ecuatiei se pot folosi : 1. relatia de la punctul anterior, avand de rezolvat

AAAAA

acele valori ale lui x pentru care se obtine propozitie adevarata.

4, Se consider3 polinoamele cu coeficienti rationali = X*+aX’ +bX>-5X+6si g=X"+X-2.
a) Sa se determine a,b € QQ astfel incat polinomul f'sa fie divizibil cu polinomul g.

b) Pentru a =-3 si b=1 sa se descompuna polinomul f in produs de factori ireductibili in Q[X]
c) Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3** —3**"' +3*-5+6-37" =0.

Sugestii de rezolvare:
a) se efectueaza Impartirea:

X' +aX’+bX*-5X +6 X +Xx-2

-X* X +2X X+a=c
/| +aX’+X*(b-1)-3X+6
—aX’ —aX +2a

[ X (b-1)+X(-3-a)+6+2a

Restul impartirii este  =+X7(b—1)+ X (-3—a)+6+2a, pentru ca f si fie divizibil cu polinomul g
trebuie ca 7 =0, adicd r=0-X>+0-X+0=+X"(b—1)+ X (-3—a)+6+2a rezultd

b-1=0

—3—-a=0 deunderezultica b=1si a=-3

6+2a=0
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5. Se considerd polinoamele f =3X°+3X°>+3X +4ecZ,[X]si g=3X"+3X"+2X +3eZ,[X].

a) Sa se calculeze f(6)+f(i).

b) S4 se rezolve in multimea Z, ecuatia f(x)=0 .

c) Sa se determine catul impartirii polinomului f la polinomul g.
Sugestii de rezolvare:

AAAAA

3X 40X 43X +0X2+3X +4 3X 43X 42X +3

33X 33X -2Xx -3 X - X+3
[ SBX X -3X2 43X +4
3XY 43X 42X 43X

/| AX -X’+X+4
AXP+4X2+ X +4
/| 3X*+2X+3

c=X - X+3=X2+4X+3 si r=3X"+2X+3

6. Se considera polinomul f =mX* +11X*+7X +m, f e R[X].
a) Sa se determine m € R astfel incat polinomul fsa fie divizibil cu polinomul g =X —1.
b) Sa se determine m € QQ astfel incat f(ﬁ) €Q.

c) Pentru m = 9 sa se calculeze suma patratelor radacinilor polinomului f.
Sugestii de rezolvare:
a) fige fi(X-1)< f(1)=0 se obtine o relatie din care se calculeazd m

f(ﬁ)e@@m(ﬁf+11(\/§)2+7J§+me@<:>2\/§m+7«/§+22+me<@

b)
<:>\/5(2m+7)+(22+m)e(@<:>2m+7=0<:>m:—%

obs: termenul care contine radical nu este rational!!!
c)dacd m=9 atunci f=9X’ +11X>+7X +9, trebuie si calculim suma patratelor ridaicinilor

polinomului fadica x7 +x; + x; ; pentru asta avem nevoie de relatiile lui Viete:

XX, +x,=——=
a
c : s o2 2, 2 2
XXy 4 XKy + ATy = — = , folosim apoi x{ + x5 +x; =(x; +x, +x;) —2(xx, + X, +X,x;)
o d
XXXy =——=
a

7. Se considerd polinomul /= X* —(m+1)X*-3X +3, f e Q[ X].
a) Sa se determine m € Q astfel incat suma radacinilor polinomului f'sa fie egala cu 1.

b) Sa se determine m € QQ astfel Incat polinomul f sd admita radacina x, = NEW
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c) Pentru m= 0 si se descompund polinomul f in factori ireductibili in Q[X].

Sugestii de rezolvare:

y b . I <
a) se afla x, +x, +x,=——=, se obtine o relatie din care se calculeaza m
a

b) fadmite radacina x, = \/g daca f(\/g) =0, se obtine o relatie din care se calculeaza m

c) pentru m=0, f =X’ —X*-3X+3 care are radicina 3, se foloseste schema lui Horner

X? X2 X X°
1 -1 -3 3

Bl B-1 B 0=r

Deci f'se descompune astfel: f = (X—\/g)(Xz +(\/§—1)X—\/§) ; pentru a vedea daca se mai

poate descompune egaldm cu 0 paranteza a doua X +<\/§—1)X—\/§ =0 care este o ecuatie de

gradul II

A=b2—4ac:>A:(\E—1)2—4-1~(—\B):3—2\E+1+4\E:3+2\E+1=(\B+1)2
() i ) i
2

X = = X, = = 1

2 o 2 2
Prin urmare X“ +(\/§—1)X—\/§=(X+\/§)(X—l) adicd f =(X—\/§)(X+\/§)(X—1)
Exercitii propuse spre rezolvare:
8. Fie polinomul /=X’ +aX*—aX -4, f e R[X].
a) Sa se determine a € R astfel incat x, + x, + x, =—2, unde x,,x,,x, sunt radacinile reale ale
polinomului f.
b) Si se determine a € R astfel incat polinomul fsi fie divizibil cu polinomul X* 2.
9. Se consider polinomul f=X*+aX’~X-1,unde acZ.

a) Sa se determine a stiind ca x = 1 este radacina a polinomului f.
b) Pentru a = 1 sa se determine radacinile reale ale polinomului f.

10. Se considera polinomul f = (X2 —2X + 1)2 —a’,unde aeR .
a) stiind cd a = 0 si se determine solutiile ecuatiei f(x)=0 .
b) S& se verifice cd f =<X2 —2)(+l+a)(X2 —2X+1—a).

11. Se considera polinoamele f =X*—-12X +35 siflg = (X—6
algebricd g = a0 X " + dyppe X ™" +.c+a, X +a,, CU Gy, ..., Ay ER .
a) Sd se calculeze f(5)+g(5).

b) Sa se arate ca numarul g, +a, +...+a,,, este negativ.

)2009 + X —6. Polinomul g are forma

c) Sa se determine restul impartirii polinomului g la polinomul f.
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Sugestii de rezolvare:

b) a,+a, +...+a,,, seobtine din g(l) din forma algebrica, dar g mai are si forma

g=(X—-6)" +X~6,adici g(1)=(-5)

c) se foloseste teorema Impartirii curest g = f-c+r unde gradul lui r este mai mic decat gradul

2009 2009

+1-6=-5"""-5<0 adicd g(1) este negativ.

lui f; adica poate fi de forma r=aX +b,deci g=f-c+aX +b

din f=0=x =5 six,=7 adicd f=(X-5)(X—7), prinurmare g=(X-5)(X-7)-c+aX +b
g(5)=5a+b=-2 a=2

{g(7)=7a+b:2 b=-12

12. Se considera numerele reale x,,x,,x; cu proprietatea ca:

_ 1 1 1
XX, X, =2 —+—+—=—;xX, +X,x;, +x,x, =2
X o x, x; 2

si rezolvand sistemul se obtine: {

a) Sa se calculeze x,x,x;.
b) Sd se determine a,b,c € R, stiind cd ecuatia x’ +ax’ +bx +c =0 are solutiile x,,x,,x;.
c) Sa se descompund polinomul f =X’ —2X*—-2X +4 in factori ireductibili peste R[X] .
Sugestii de rezolvare:

I 1 1 XX + XX + XX, 1 - -2 1

1 <
a) din —+—+—=— rezulta =—=xxx, =4
XX, x; 2 XX, 2 xxx, 2

b) se folosesc relatiile lui Viete

c)se observa ca 2 este radacing, se foloseste schema lui Horner pentru a descompune pe f:
f= (X - 2)c si apoi se face ¢ =0 care este o ecuatie de gradul Il

13. Se considerd polinoamele f =X’ +3X”+3X +1 ,curddicinile x,,x,,x, € Rsi
g=X"-2X+1 curidicinile y,,y, eR.

a) Sa se calculeze diferenta S—S',unde S=x+x,+x;,si S'=y,+,.

b) Sa se determine catul si restul Impartirii polinomului fla g .

c) Sa se calculeze produsul f(y,)-f(»,).

Sugestii de rezolvare:
a) se scriu relatiile lui Viete pentru cele doua polinoame
X X, +x, =

X, X, +X,X5 + X, X5 =

=+ =
si {yl - deunderezulta S=x+x,+x,= $iS=y+y,=

IV, =

XXy Xy =
c) se foloseste faptul ca y, =y, =1
F(31)- S (32)=( +337 +33,+1) (33 +335 +3p, +1) =4-4=16
14. Se considerd polinomul f = X*-2X?+1, cu radicinile x,x,,x,,x, € R.
a) Sa se arate cd polinomul feste divizibil cu g = X 1.
b) Sa se calculeze produsul S-Punde S=x, +x,+x,+x,5i P=x-x,-x;-x,.

c) Sa se calculeze suma 7 =x' +x; +xi +x]
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Sugestii de rezolvare:

c) se folosesc relatiile lui Viete si faptul ca x,,x,, x;,x, sunt radacini deci

x; =2x7+1-0
Xy —2x; +1-0
Xy —2x7 +1-0

x; —2x; +1-0

adundm relatiile i obinem (x14 +X5 + x5+ X, ) -2 (xl2 +x; +x; +x, ) +4=0

. 2 . . o
Folosim x +x3 +x; +x; =(x +X, +x,+x,) —2(xx, +x.x, +...) siapoi calculam pe T.
15. Se considerd ecuatia x* —ax’ —ax+1=0 cu solutiile x,,x,,x,,x,, unde a e R.

a) Sd se determine a € R astfel incat x, +x, +x; +x, =5.

b) Pentru a =1, sa se determine solutiile reale ale ecuatiei.

Sugestii de rezolvare:

b) Pentru a =1 se obtine o ecuatie reciproca, se foloseste faptul ca 1 este solutie a ecuatiei si
schema lui Horner.

Exercitii propuse spre rezolvare:

16.Se considera polinomul f =X’ -9X?— X +9 care are radicinile x,,x,.x, € R.
a) Si se determine catul si restul impartirii polinomului fla X*-1.

b) Sa se verifice cd x; +x; +x] =9(x] +x; +x;)—18.

c) Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia f(3")=0.

17. Se considera inelul polinoamelor Z,[x]

a)Pentru g € Z,[X1,g = (X +2)*(X +1), si se calculeze g(0).

b)Daci f eZ,[X],f =X +2X, sisearateci f(x)=0,VxeZ,.

c)Sa se determine toate polinoamele 4 € Z,[ X], care au gradul egal cu 3 si pentru care
h(0) = h(1) = h(2).



