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Exerciţiul 1/sub. III/varianta 9/ M_mate-info/2025 

1. Se considera  funcţia ( )
2

2

6
: ,

1

x
f f x

x

+
→ =

+
 . 

a) Ara taţi ca  ( )
( )

( )

2

2 2

4
,

1 1

x x
f x x

x x

−
 = 

+ +
 . 

b) Determinaţi ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f  î n punctul de abscisa  0x = , situat pe 

graficul funcţiei f . 

c) Ara taţi ca  ( ) ( )7 2 2f x f x−  , pentru orice  0,1x . 

Rezolvare: 

a) ( )
2

2

6

1

x
f x

x

 +
 =  

+ 
 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )1

2

1 1
, , 0, ,

2 2

n nf f g f g
x nx c x u x u x

g g x u x

−
     −    = = = = =  

 
 

( )
( ) ( )( )

( )

( ) ( )2 2 2
2 2 2 2

2

2 2
2

1
2 1 6 16 1 6 1

2 1

1
1

x x x xx x x x
x

f x
x

x

 + − +  ++ + − + +
+ = =

+
+

 

( )

) ( )
2 1

2 2 1
2 1 6

2

x

x x x

f x

+

+ − +

 =
2

2
1x


+ ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

2 2

2 2 2

2

2 2

2 1 6

1 1 1

4
,

1 1

x
x x x x

x x x

x x
f x A

x x

+ − +
=

+ + +

−
 =

+ +

 

b) Ecuaţia tangentei într-un punct de abscisa  0x  situate pe graficul unei funcţii f este 

( )0 0: tt y y m x x− = −   unde ( )0 0y f x=   şi panta ( )0tm f x=  

La noi 0 0x =  deci ( )0

6
0 6

1
y f= = =    şi ( )

0
0 0

1
tm f = = =  

( ): 6 0 0 : 6 0 : 6t y x t y t y − = −  − =  =  

c) Folosim tabelul de monotonie al funcţiei f 

( )
( )

2
2

2 2

1 2

4
0 0 4 0

1 1

0, 4

x x
f x x x

x x

x x

−
 =  =  − =

+ +

 = =
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x  −                                         0                       1                        4                                                        +  

( )f x                   +                           0                     −                          0                      +  

( )f x                                            6               
7

2
              

22

17
                   

                                              Max                                           Min 
 

( )0 6f = ,  ( )
7

1
2

f = ,    ( )
22

4
17

f =  

Din tabel rezulta  ca      ( )  
7

6, 0,1
2

f x x    

   0,1 7 0,7x x   ,  ( )
55 5 11 11

7
50 5 2 2

f


= = =


 ( )
11

7
2

f x   

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

7

42
7 7 2 2,

11 2
7

2

f x

f x f x f x f x A

f x


−  − 

 −   − 



 

Exerciţiul 1/sub. III/varianta 1/ M_mate-info/2025 

1. Se considera  funcţia ( ) ( ): 0, , 2 ln
2

x
f f x x

x
+ → = +

+
 . 

a. Ara taţi ca   ( )
( )

( )
( )

2
2 1

, 0,
2

x
f x x

x x

+
 =  +

+
. 

b. Determinaţi ecuaţia asimptotei oblice spre +  la graficul funcţiei f . 

c. Demonstraţi ca  funcţia f este bijectiva . 

Rezolvare: 

a. ( ) 2 ln
2

x
f x x

x

 
 = + 

+ 
 

( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )

( )

2
, , 1,

1 1
ln , ln

f f g f g
f g f g c f c f x

g g

x u x u x
x u x

     −     + = +  =  = = 
 

 = = 
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( ) ( )

( )

1
2 ln 2

2 2

2

2
2

x x
f x x

xx x

x

x
f x

     = + = +    
+ +   

+

+
 = +

( )
2

2

2

x x

x x

+ −


+
( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )
( )

2 )

222

2
2

2

2 2 1 2 12 4 2
,

2 2 2

x x
f x

x x

x x xx x
f x f x A

x x x x x x

+ = +
+

+ + ++ +
  =  = =

+ + +

 

b. ecuaţia asimptotei oblice spre +  la graficul funcţiei f   este de forma y mx n= +  

unde 
( )

( )( )lim , lim
x x

f x
m n f x mx

x→+ →+
= = −  

( )


0 0

2 ln
12lim lim lim 2 ln 2

2x x x

x
xf x xxm

x x x x→+ →+ →+

→ →

 +
 += = = + = + 
 


 

lim ln ln lim ln lim
2 2x x x

x x x

x x→+ →+ →+

   
= =   

+ +   

1

x


0

ln1 0

2
1

x
→

 
 
 
 
  = =
  
   

+    
   

  

 

( )( )lim lim 2 ln 2
2

lim ln 0
2

x x

x

x
n f x mx x x

x

x
n

x

→+ →+

→+

 
= − = + − 

+ 

 
 = = 

+ 

 

 Deci 2 0 2y x y x= +  =  este asimptota oblica  spre +  la graficul funcţiei f   

c. Funcţia f este bijectiva  daca  este injectiva  şi surjectiva . 

( )
( )

( )
( )

2
2 1

, 0,
2

x
f x x

x x

+
 =  +

+
   ( ) ( )0, 0,f x x    +  rezulta  ca  funcţia f este strict 

cresca toare deci este şi funcţie injectiva    (1) 

( ) ( )

( )

0 0
0 0

lim lim 2 ln 0
2

lim lim 2 ln 0
2

x x
x x

x x

x
f x x

x

x
f x x

x

→ →
 

→+ →+

 
= + = + − = − 

+ 

 
= + = + + = + 

+ 

   f este strict cresca toare şi continua  

Deci funcţia f este surjectiva  (2) .            Din (1) şi (2) rezulta  ca  f este bijectiva . 
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Exerciţiul 1/sub. III/varianta 1/ M_șt-nat/2025 

1. Se considera  funcţia ( ) ( ) 2

2
: 0, ,

2

x
f f x

x x
+ → =

+ +
 . 

a) Ara taţi ca  ( )
( )

( )
2

2
2

3 2
, 0,

2

x x
f x x

x x x

− − +
 =  +

+ +
 

b) Determinaţi ecuaţia asimptotei orizontale spre +  la graficul funcţiei f  . 

c) Determinaţi ( )0,a +  pentru care tangenta la graficul funcţiei f  în punctul ( )( ),A a f a

este paralela  cu axa Ox  . 

Rezolvare: 

a. ( ) 2

2

2

x
f x

x x

 
 =   + + 

 

( ) ( )

( )

2
, , 1,

1

2

f f g f g
f g f g c f c f x

g g

x
x

     −     + = +  =  = = 
 


=

 

( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2

22 2

2 2 2 22

2 2

x x x x x xx
f x

x x x x

   + + −  + + 
 = =  + + + + 

( )
2

f x =

1

2
 ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

2 )
2

2 2
2 2

2

2
2

2 2 2 1
2 2 2 1

2 2

3 2
,

2

xx x x x
x x x xx

f x
x x x x x

x x
f x A

x x x

 + + −  +
+ + −  +

 =
+ + + + 

− − +
 =

+ + 

 

b. exista  asimptota  orizontala  spre  + la graficul funcţiei f ,  daca  exista  ( )lim
x

f x p
→+

=    (şi 

este finită),   y p =  este ecuaţia asimptotei orizontale la graficul funcţiei f spre +  

( )
( )

( )

( )

2 ' 2

1
22

lim lim lim lim
2 2 1

2

1 1
lim 0

2 1

x x l H x x

x

xx x
f x

x x x
x x

x x





→+ →+ →+ →+

→+



= = =
+ + +

+ +

= = =
++

   

rezulta  ca  0y =  este asimptotă orizontală spre +  
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c. Ecuaţia tangentei într-un punct de abscisa  
0x  situate pe graficul unei funcţii f este 

( )0 0: tt y y m x x− = −   unde ( )0 0y f x=   şi panta ( )0tm f x=  

0
: 0 0

t Ox

t

Ox

t Ox m m
m

Ox y m

 = 
 =

=  = 


 

Se cere ( )0,a +  pentru care tangenta la graficul funcţiei f  în punctul ( )( ),A a f a este paralela  cu 

axa Ox  , deci ( )
( )

0

2

2 22

,

3 2

3 2 02

0

t

t

x a

a a
m f a

a aa a a

m

=

− − +
= = 

 − − + =+ +  


= 

 

( ) ( )
22

3, 1, 2

4 1 4 3 2 25

a b c

b ac

= − = − =

 = −  = − −  −    =
 

( )

( )

( )

1

1

1

1

2

1 5

2 3

6

6

1 0,

b
a

a

a

a

a

− + 
=

− − +
=

 −

+
=
−

= −  +

             

( )

( )

( )

2

2

2

2

2

1 5

2 3

4

6

2
0,

3

b
a

a

a

a

a

− − 
=

− − −
=

 −

−
=
−

=  +

           
2

3
S

 
 =  

 
 

Exerciţiul 1/sub. III/varianta 3/ M_mate-info/2025 

1. Se considera  funcţia ( ): 0,f + →  , ( )
2 2 lnx x

f x
x

− +
= . 

a) Ara taţi ca  ( ) ( )2

3 ln
, 0,
x

f x x
x

−
 =  + . 

b) Ara taţi ca  
( )

1
lim 3

lnx

f x

x→
= . 

c) Determinaţi cel mai mare numa r întreg m pentru care ecuaţia ( )f x m=  are cel puţin o 

soluţie. 

Rezolvare: 

a) ( )
2 2 lnx x

f x
x

− + 
 =  

 
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( ) ( )

( )

2
, , 1,

1
ln

f f g f g
f g f g c f c f x

g g

x
x

     −     + = +  =  = = 
 

 =

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

2

2 2

2

2 2 ln 2 2 ln2 2 ln

1
2 0 2 2 ln 1

2 1 2 2 ln

3 ln
,

x x x x x xx x
f x f x

x x

x x x
x x xx

f x f x
x x

x
f x A

x

 − +  − − + − + 
 =  = 

 

 
− +  − − +   + − + −   =  =

−
 =

 

b) 

( )

( )

( )

( )

1

0

0

1 1 ' 1

1 1

lim 3
ln

2 2 ln
2 2 ln2 2 ln

lim lim lim
ln ln ln

1 1
2 2

3
lim lim 3,

1 ln 1 1
ln

x

x x l H x

x x

f x

x

x x
x xx xx

x x x x x

x x A
x

x x
x

→

→ → →

→ →

=

− +
− +− +

= =


+ +

= = = =
+

+ 

      

Am folosit formula de derivare a produsului de funcţii: ( )f g f g f g   =  +  . 

c) ( ) 3

2

3 ln
0 0 3 ln 0 ln 3

x
f x x x x e

x

−
 =  =  − =  =  =  

Tabelul de monotonie este: 

x  0                                                 3e                                                          +  

( )f x                               +                    0                        −  

( )f x  
−                                    

3

1
2
e

+                                                  2   

                                                Max                              

 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0
0 0 0

2 2 ln 1
lim lim lim 2 2 ln
x x x
x x x

x x
f x x x

x x→ → →
  

− +
= = − +  = −  + = −   
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( )
( )

'

1
22 2 ln2 2 ln

lim lim lim lim 2
1x x l H x x

x xx x xf x
x x





→+ →+ →+ →+

+− +− +
= = = =


 

( ) ( ) ( )
3 3 3

3 3

3 3 3

2 2 ln 2 1 1
2 2,3

e e e
f e f e

e e e

 − +  +
=  = = +   

Din tabel rezulta  ca  cel mai mare numa r întreg m pentru care ( )f x m=  are cel puţin o soluţie este 

2. 

 


