Clasa a XI-a/ Prof. Cornelia Mestecan
Multimea numerelor reale / Limite de functii - Definitii
Multimea numerelor reale
Dreapta reala R : -se numeste axa numerelor reale (axa de coordonate) o dreapta d pe care sunt fixate :
un punct O (originea), un segment OE (de lungime unitate) si un sens pozitiv (delaO la E).

£Ch) 0 E M9 5 |OE|=dist(O;E)=1, a€R este abscisa punctului M; O(0) adicd
abscisa lui O este 0; pe dreapta reala se reprezinta toate numerele reale, adica multimea R
( multimea numerelor reale )
Dreapta reala incheiata: R =RU {—oo;+oo}
Pentru orice numar real x consideram:
L] —00 < X <40
¢ X+00=00+X=00
® X—00=—00+X=—0©

oo,x >0
[ ] X-00=00+X =

—o0,x <0

° oo+oo=oo;—oo—oo=—oo;oo-oo=oo;—oo-oo=—oo;(—oo)~(—oo)=oo

Nu definim si nu dam sens scrierilor ( le mai spunem si operatii fara sens ):
to0 0
oo—oo;—oo+oo;0-(ioo) ( ) 0;—;—
400 ()
Multimea numerelor reale este Tnzestrata cu trei tipuri de structuri fundamentale:

-structura algebrica ( data de cele doua operatii fundamentale: "+";"-" impreund cu proprietatile lor )

-structura de ordine (definitd de relatia < sau de relatiile 1nrud1te D>
-structura topologica ( modul cum se leaga intre ele numerele , adica orice numar real are o vecinatate si

in orice vecinatate, oricat de mica, a unui numar real se afla o infinitate de numere; prin urmare ca sa
studiem unele numere vom apela la vecinii lor )

Definitie

-O multime de numere reale V este vecinatatea numarului a daca exista r >0 astfel incat

(a —r;a+ r) cV

Propozitie: intervalele deschise (a;b) sunt vecinatati pentru orice punct al lor.

Definitii

-Fie 4 o submultime a lui R . Un element x € R este punct de acumulare pentru multimea 4 daci orice
vecinatate J a lui x mai contine si alte puncte diferite de x din A. Se noteaza cu 4" mulfimea punctelor

de acumulare ale lui 4. Un element x € 4 care nu este punct de acumulare pentru 4 se numeste punct
izolat al lui 4.

Intervalele nemdarginite de numere reale Intervalele marginite de numere reale
(a;+oo)={x |xeR,x>a} (a;b)={x |xeR,a<x<b},a,beR,a<b
[a +oo) { |xe]R,x2a} [a;b) { |xeR a<x<b} a,beR,a<b
(—oo,a) { |xeR,x<a} (a;b] { |xeR a<x<b} a,beR,a<b
(—oo;a] { |xeR x<a} [a;b] { |xeR a<x<b} a,beR,a<b
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Limita unei functii intr-un punct

Definitii
Limita unei functii intr-un punct
-Fie f:D—>R,DcR,ae D',/ eR.Functia f are limita / in punctul a, daca pentru orice vecinatate V' a
punctului /, exista o vecinatate U a lui a astfel incat Vx e U1 D\ {a} , f(x) eV . In acest caz notam
lim f(x) =1/ sicitim “ limita cand x tinde la @ din f{x) este egala cu /”
xX—a
Limite laterale
-Fie functia f:D —>R,DcR,aeD',leR
- daca a este punct de acumulare la dreapta, spunem ca functia f'are limita la dreapta in a daca
VV o vecinatate a lui /, 3U o vecinatate a lui a , astfel incat Vx e U D(a;+o), f(x) €V si notim
lim f(x)=1 ('se mainoteazi cu f(a+0))
x>a
- daca a este punct de acumulare la stanga, spunem ca functia f are limita la stdnga n a daca
V'V o vecinatate alui /, 3U o vecinatate a lui a , astfel incat VxeU (1D (—oo;a), f(x) €V sinotam
lim f(x)=1/ (semainoteazicu f(a—-0))
x<a
Teorama: Fie /' : D —> R,D c R,a e D'. Functia f'are limita in a daca si numai daca f are limita la

dreapta si la stinga in a si aceste limite sunt egale,
sau simbolic:

existd lim f'(x) < existd lim f(x), lim £(x) si sunt egale

xX—a xX—a

x<a x>a
in acest caz }gré}f(x) = £1£13f(x) = !gralf(x)
x<a x>a

Calculul limitelor functiilor elementare

Nr. Functia Calculul limitei
crt.
1 Functia constanti: f:R >R, f(x)=c,ceR limf(x)=c,VaeR
2 Functia identica: /:R >R, f(x)=x limx=a,VaeR
lim x = c0; lim x = —0
3 Functia putere limf(x)=f(a),VaeR

xX—>a

fR—>R, f(x) =x",n € N,n>2 (exponent natural) .
lim x" =00

oo,ne{2k |keN}
lim x" =
| —o,ne{2k+1 |keN|
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£ :(0;400) = (0;+00), f'(x) = x", € R" (exponent real)

lim f'(x) = f(a),Va e(0;+x)

X—>a

) o, >0
lim x* = R
. {O,a <0
, {O,a >0
lim x* =
¥ o, <0
4 Functia radical lim f (x)=f(a),Va e[0;+w0)
1.f:[0;+oo)—)[O;+oo),f(x):§/;,k e N,n>2, kpar lim £ (x) = o

X—>0

2. f:RAR,f(x):ﬁ/;,keN,nZZ,kimpar

limf(x)=f(a),VaeR

x—>a

limf(x)zoo; Xl_i)rgof(x):—oo

X—>0

3 Functia exponentiala
fiR—>(0;40), f(x)=a",a>0,a#1

lima*=a",VaeR

X—>a

) {oo,a >1
lima* =

X0 0,0<axl
. 0,a>1
lima* =

x>0 w,0<ax<l

4 Functia logaritmica
S :(0;40) > R, f(x) =log, x,a € (0;+00)\{1}

limlog, x=log, &, Va € (0;+x)

X—>a

Daca a >1
limlog, x = oo;limlog, x = —o0
xX—0 x—0

x>0

Daca 0<a<l
limlog, x = —o0;limlog, x =00

X—>0 x—0
x>0

5 Functii trigonometrice
Functia sinus: f:R —[-1;1], /(x)=sinx

limsinx=sina, Va e R

x—>a

nu exista limsinx i lim sin x

X—>0 X—>—00

Functia cosinus: f:R —[-1;1], f (x)=cosx

limcosx=cosa, VaeR

xX—>a

nu exista limcosx si lim cosx

X—>0 X—>—00
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Functia tangenta:

f:IR\{IwH% |keZ}—>R,f(x):tgx,

sin x
1gx =
CoSXx

l. limgx =tg

VaeR\{kﬁ+§ |keZ}

2. lim fgx =03

xokr+Z
2

lim #gx =—0

x—kr+Z
2

x<km+Z x>kt
2 2

3. nu exista lim#gx si lim #gx
X—>00 X—>—00

Functia cotangenta:

fiR\{kx |keZ}—>R,f(x)=cigx, (ctgxz Cf)sxj
Sin x

1. limctgx = ctigar

X—>a

‘v’aeR\{kﬂ |keZ}

2. lim ctgx = —o0; lim ctgx =0
x—kx x—krx
x<km x>k

3. nu exista limctgx si lim ctgx

X—>0 X—>—00

Functia arcsinus:
T

f:[—l;l]%[—E,E}f(x):arcsinx

lim arcsin x = arcsin &,

x—>a

Vae[-11]

Functia arccosinus: f :[-1;1] »>[0;z], f(x) = arccos x

lim arccos x = arccos &,

x—>a

Vae[-11]

Functia arctangentd: f:R — [—%;%), f(x)=arctgx

limarctgx = arctga, Va € R

xX—>a

. T V4
limarctgx =—3 lim arctgx =——
2 xo—0 2

X—>0

Functia arccotangentd / : R — (0;7), f (x) = arccigx

limarcctgx = arcctgay, Vo € R

X—>a

limarcctgx =03 lim arcctgx =7

X—>00 X—>—00




